Kaaosteoriaa

Tahan mennessa tutkittu paaasiassa integroituvia systeemeja.

e Liikeyhtaldn ratkaisun voi esittda suljetussa muodossa

e Esim. keskeisliike (2 kpl:een ongelma)
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o Integroituvuus ei siis tarkoita sita, ettéd ratkaisun voi esittda eks-
plisiittisesti alkeisfunktioiden avulla!

Toérmasimme myds muutamaan ei-integroituvaan systeemiin
e 3 (tai useamman) kpl:een ongelma

e epalineaariset oskillaattorit, esim. van der Pol

e planeettaliikkeen héiriét — kanoninen hairidteoria

Kaoottiset systeemit

o deterministisia, mutta herkkia alkuarvoille (“perhosefekti”)
o epélineaariset 1. kl. yhtalét, 3 tai useampia muuttujia

KAAOS EI OLE SAMA ASIA KUIN STOKASTISUUS TAI SATUNNAISUUS!




Kertausta: Periodinen likke

::’:.‘l::: | P

Libraatio ‘,-"" L i J

Rotaatio

Hamilton-Jacobi: P, = «; integroimisvakioita. Merk. oo = {«;}
— vaikutusmuuttujat (action variables) J; = Ji(«), J = {J;}

Maar: J; :%pidqi Yi=1,....n

Jy = § pidq:  liikevakioita
w; = vt + G

OlL. H=H(q,p) q={q}jap={p} rajoitettuja.
Tehdaan kanoninen muunnos (g, p) — (Q, P) s.e. K = K(P) (Q:1syklisia)

Qi = wi(t) = wit + 53
Pi =

=  Pitliikkevakioita ja

oW
Muunnoksen generoi siis W (g; «), jolle H{(q, (.)
aq

) = 1
Jos tallainen kanoninen muunnos on olemassa, systeemi on integroituva

Tiedetdén: 3 harmoniselle oskillaattorille

Kaantden: Jos kyseiset muuttujat olemassa, systeemi voidaan
muuntaa joukoksi harmonisia oskillaattoreita




Kaksiulotteinen tapaus
2 n? :

= Hi = H>

eli H kuvaa kahta kytkeytyméaténta harmonista oskillaattoria
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Hy - _ Jawn

= Fy; Hy = =F
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Skaalataan muuttujatsopivasti pi — p;/v/2mq; qi — qﬁ\/ miw? /2

= By =p] +4q;

4D faasiavaruus,

rata visualisoitavissa
2D toruksen pinnalla.

rata sulkeutuu

jOS (wg/w1 ):l:l

Jos wo/wi € Q,

se sulkeutuu jo yhden
kierroksen jalkeen.

Jos wy/wy € @, niin rata ei sulkeudu ja sanotaan, ettd taajuudet

ovat yhteismitattomat.

Tallgin liike tayttaa lopulta koko toruksen pinnan




KAM-teoreema Kolmogorov-Arnold-Moser

Integroitumaton systeemi — kanoninen hairéteoria.

: GM;m

Esim. planeettakunta: ~ AH = — Y Rod. )
P |r — RL|

Onko ennuste luotettava?

Oletetaan: e rajoitettu liike, Hy integroituva
e pieni AH muuttaa H = Hy + AH :n integroitumattomaksi
e Hy:n taajuudet yhteismitattomat (kvasiperiodinen liike)

Viite: Liike pysyy rajoitettuna n-ulotteiselle torukselle lukuun-
ottamatta pienta joukkoa alkuehtoja, joilla like vaeltaa
2n — 1 ulotteisella energiapinnalla.

Todistus:  Vaikea. O
Siis pieni hairi6 ei muuta kvasiperiodista
faasiavaruus 2n-ulotteinen liiketta paljon, kunhan hairiétén rata on

feifiie AoiilEHSineH tihea n-toruksen pinnalla

E-pinta 2n — l-ulotteinen Jos KAM-teoreeman oletukset eivét ole
voimassa, on kaaos mahdollinen

Kaoottinen liike

Kaoottisen liikkkeen ominaisuuksia:

Sekoittuminen: ]2
ratakay I, € I

=ratakiy Irb € I

Kvasiperiodisuus: fﬂ

toistuvasti € 1;, L/ q

ei ominaistaajuutta

Tiheys: I
1

kay mieliv. [ahella
kaikkia pisteita

Herkkyys alkuarvoille:

esim. parabolinen (E = 0) Keplerin rata + AH
— suljettu ellipsi (£ < 0) tai avoin hyperbeli (E > 0)




Ljapunovin eksponentit
Kaoottisessa liikkeessa radat erkanevat toisistaan eksponentiaalisesti
S() = [l(p, D1(t) — (0 2(B)]| ~ Soe“\
(1) Poikkeaman aikaskaala 7 = 1 /||

q
q,(1) A > 0: kaaos

A < 0: liike kohti attraktoria

_
1
A >0

At < 1/\ = ennustettavuus hyva
At >» 1/X = eiennustettavissa (perhosefekti)

Planeettakunnan stabiilisuudesta

Hairiot epalineaarisia ja rikkovat keskeisliikkeen symmetrian
— systeemi ei integroidu
Hairiét pienia?
GMm
ZE: | R1|

Yleensa kylla, AH/Hy = O(M,;/Mg), mutta
e Iy:nresonanssit 7| KAM
— Venuksen ja Merkuriuksen py&riminen
— Kuun pydriminen
— Trojalaiset asteroidit
e Hairidt suuria, jos |[r — R;| ~ M,r /Mg
= Jattildisplaneetat sirottavat komeettoja ja asteroideja

e Systeemi selvasti kokonaisuutena kaoottinen:
— koostuu suuresta maarasta kappaleita erilaisilla radoilla
— hyvin eksentriset radat erittdin herkkia alkuarvoille
— resonanssit voimistavat hairididen vaikutusta




Esim. Merkurius saattaa karata tai torméata Venukseen
r~35G=A~3-10"a"

/

Efekti on niin pieni, etta se ei viela edes nay PE———

Huom. Hp:n resonanssi voi olla 7
myés rataa stabiloiva tekija: '. ®
esim. Pluto ja Neptunus
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Attraktorit
Esim. vaimennettu heiluri — kiintopiste

P
o) 9
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‘_)
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d =0 Kiintopiste
Attraktorindimensio d =1 rajasykli jne.

d =2 torus




Esim. Van der Polin oskillaattori
] SR

;‘1'77(:'(1*;1‘.2);1’,+:r: Fcoswpt 4/‘*\
e JosF=0~¢ — ' \\

rajasykli ellipsi & £ \
e JosF =0,e #0 — 4\\ y

rajasykli deformoituu u

. N e

e rata ei erkane kauas & Sy s

rajasyklista |
Jos F' #£ 0 e=23

niin pienella joukolla kontrolliparametrin
arvoja kyseessa on outo attraktori

Oudoille attraktoreille: d ¢ N, fraktaalit, kaoottinen liike

Fraktaalit

Fraktaalit ovat siis matemaattisia otuksia joiden dimensio ei ole kokonaisluku.

Aloitetaan euklidisen dimension maarittamisesta

Esim. Jana (pituus ag): jaetaan yhta pitkiin patkiin o
Nelié (sivu ap): jaetaan yhtasuuriin palasiin, sivu a
Kuutio (sdrma ag): jaetaan yhtasuuriin koppeihin, sarma «
jne.
d
. - g
Osien lukumaaré N(a) = (—)
a
_ InN(a)

=——+" deN d=d
: In(ag/a) : ¢ K




Cantorin joukko: poistetaan janasta aina keskimmainen kolmannes

jne.
jana d =1

bists =0 ? Jokainen patk& on jana, jolle dp = 1
a = U

Dimensio: {

Sovelletaan edella ollutta dimension etsimista Cantorin joukkoon
ap, = (1.)_/3?1: Na,) = 2"

InN(a,) nln2 In2 . Hausdorffin dimensio,
= dp = = = —— =~ 0.6309 . A .
Inag/an nln3 In3 tai fraktaalidimensio

Topologisesti Cantorin joukko koostuu lopulta irrallisista pisteista,
joten sen topologinen dimensioon dr = 0

dy < dp < dg

Sierpinskin matto:
Jaetaan nelié yhdeksaan neliddn ja poistetaan keskimmainen, jne.
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Oudon attraktorin fraktaalidimensio

B\

| ] |
() — : ]
Esim. e — T //
N (
,
D : U
a.(t)
a, = a.)e_‘)‘llf; Uy = aoe)\?f
Ol.  A=a,a, = Age™? ™M pienenee ajan mysta (systeemi dissipatiivinen)
= |>\1| > Ao
Val.  a(t) = a.(t) = N(t)= Aja® = 2N
In N A A As
dp = lim 0 = 2+|1|:1+—2
i—eo In(ag/a) | A1l | A1)
l<drp <2
Poincarén kuvaukset
Ol. n = 2.
Ol 2 2
. . N . Ey = pi+tq
Jos systeemi integroituva, on liike toruksen pinnalla. 0 9
) Ey = p3+gq
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Jos oskillaattorit kytketty (esim. termilla ¢?q,), liike ei pysy toruksella

Kaoottisen liikkeen visualisointi 4-ulotteisessa faasiavaruudessa hankalaa
e F-pinta 3-ulotteinen!

= otetaan 2D leikkauksia E-pinnasta: Poincarén leikkaus
Yleensa val. (g1, p1)- tai (g2, p2)-taso.

Lisaksi pitad maarata ne pisteet, joissa rata kulkee leikkauksen |api.

i 4 2 . - . .
Tallainen kuvaus R® — IR® on nimeltdan Poincarén Kuvaus.




Esim. prekessoiva ellipsi

Keplerin liike + pieni hairid = rata prekessoiva ellipsi xy-tasossa

, 1 s 1 2 k
E = T4+U=-mi " 4+-myjy — ———
2 2 \/ x? 4 42
v P k

2m - 2m Va2 + y?

Val. Poincaren leikkaukseksi (p.,x)-taso ja kuvaus siten, etta
tasoon merkitaan piste aina, kun hiukkanen ohittaa x:-akselin (y = 0)

Py

Hénonin — Heilesin Hamiltonin funktio

Probleema: Téhtien liike galaksin keskuksen ympari
n valtava, U(r, 8, ¢) hankala!

H&H: tasoliike, malli H:

)2 ])2 k- . - 1 .
=P v P ) + Ay — )
2m  2m 2 3

= AH

— napakoordinaatit (r, &)

2 2
ne g 1. .5 |
o s O T T, N
2m  2mr?2 2 3

— U(r,6)

Skaalataan massa, aika japituus s.e. m =k =X =1
1., 1., 1, 1. . 1
E = 5532 + E'?fz + 5‘32 + E-yz + oty — gya
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1 . 1 . 1 . 1 . . 1
E = E:i“z + 51}2 + E:rz - Eyz + oty — g-ya

LY/HY T = —x — 2ry
= . 2 2
j=-y—a*+y

1. 1.
U(r,8) = Erz + gr“" sin 36

Annetulle U(r, 8) = E : =
r minimissa, kun sin 36 = 1
r maksimissa, kun sin 360 = —1

E < % = tahdet potentiaalikuopassa, E > & = tdhdet karkaavat

Ol. kokonaisenergia £ = %;i:? + %-yﬂ + Uz, y) < é (suljetut radat)

Koska potentiaali on tarkastelualueessa aina positiivinen, on

1.2 | 1.2 -1 .o 4n sisalla
T =1 +39° <% = (&, y) ympyrén sisélla
U = %;1,2 + %.yQ + gng _ %ya S % = (:'55 y) rajakéyrén sisalla

Liike siis rajoittuu darelliseen alueeseen 4-ulott. faasiavaruudessa.

Tarkastellaan Poincaren leikkausta (v, 1)-tasossa pitkin =-akselia:
kaytettavissa olevan alueen rajakdyré (x = 0, © = 0)

1z, Ls L4 o
SVt sy -y =E
oY TRY T3

Val. esim. £ = & jays = 0,02, g1 = —0,08 (Hénon & Heiles)
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Olkoon alkupiste Poincaren leikkauksessa (x1 = 0), jolloin

; i 2, "
Ty = \/QE — yf = U12 +§Uf 02

Integroidaan radan yhtalot, kunnes ‘_
=0 — (ya,u2)jads /

=01}
Uusi kierros — (s, 93) ja 3, jne. ‘

Rajasykli (d = 1) liike sdannéllista 0 /o1 02 03 04 03

o Nelja elliptista kp:tta od
e Kolme hyperbolista B

pistetta °
o Rajakayrat

=04 03 -8z -1 0 G1 Oz 03 0+ 03 06y

(a)

e Uusia elliptisia kp:ita
+ Kaoottinen alue
Elliptisten alueiden

reunakayrat leviavat : _
oudoiksi attraktoreiksi T o

e Saanndllisen liikkkeen
alua kutistunut (lahes
mitattdémaksi)

e Kaaos vallitsee!

ol
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Esim. Kvadraattinen kuvaus

Tntl = & COS Q& — Y Sin ¥
—0—1:;21 sin o
Ynt1 = Ty sina + y, cos
fari sin cv
missa —1 < o,y <1
ja « on ns.

kontrolliparametri.

Val. cosa = 0.4 ja
plotataan perakkaisia
pisteitd xzy-tasoon.

Kaoottisen systeemin
tarked ominaisuus,
itsesimilaarisuus:
elliptisia pisteita yha
pienemmissa skaaloissa.

Minimivaatimus kaoottisuudelle 1. kl:n likeyhtaldissa:

e epélineaarisuus

o vahintdan kolmen muuttujan autonominen systeemi

e kytkenta

Esim. 1. Hénon & Heiles: 4 riippuvaa + 1 riilppumaton (£) muuttuja.

T = vz Y= vy
Uy = —x —2zy; Uy = —y—a’+y’
Esim. 2: vaimennettu pakotettu oskillaattori:

W 1.
6 + —6 4 sin# = g cos(wpt)
q

missa ¢! vaimennuskerroin ja ¢ pakkovoiman amplitudi dimensiot-
tomissa yksikdissa. =-

@Y = wp » pakkovoiman vaihe
6 =w
R qulw —sin@ + gcose

3 muuttujan epdlineaarinen autonominen systeemi

13



Vaimennettu pakotettu oskillaattori

@ = wp  pakkovoiman vaihe
6=w
= —q lw—sind + g cos

w
Val. ¢ = 2; tutkitaan tilannetta g:n funktiona (g kontrolliparametri)

Poincarén leikkaus 6w-tasoon. - ]

(mukana kaikki radan pisteet) . <
i

{0.9 saanndllinen liike
g g

1.15 kaoottinen liike \

)

Ensin liikkeella on kaksi "periodia”

Double period behavior

Velocity
|

Paosition




ja sitten niita tulee lisda

w (g = vakio) g:n funktiona.
Ns. Feigenbaumin kuvio

Bifurkaatiot
Kaoottiset alueet 2+
ltsesimilaarisuus

AT

Logistinen yhtalo
Tarkastellaan DY-ryhman asemesta logistista yhtaléa
Tnt1 = axn(l — @)

a kontrolliparametri; 0 < = <1
x2-termi — epélineaarinen

T, — T, KUN 1 — oc; Kiintopiste (?)
a—1
a
Mahdollinen vain, jos @ > 1. Tarkastellaan aluetta 1 < a < 4

Asetetaan z,41 = ¢, = 2o = a(l —2) =1 = . =

Onko = = = stahiili?
Val. r,, = v + d, missd 0 < § < 1

—1 -
= app1 = (a—1£ad)(1 -2 =F8) = 20+ (2—a)d + O(52)
[#)

15



Tnit = Tt (2—a)d+O(5°)
Siis jotta =, — @, pitddolla|2 —a| < lelil < a < 3.

a =2 Too = 0.5
a =23 T, = 0.666...

a = 3.2 Too = 0.513; 2 = 0.799

a=3.5 4 Kiintopistetta

Bifurkaatiot:

as = 3.45 2—4
az = 3.544 4 -8
ay = 3.566 8 — 16

a- = 3.5699456... — liike kaotisoituu; Feigenbaumin piste

Ap — Ap— . i
5= lim "1 _ 4.6602016... Feigenbaumin luku
TS Ap4l — An

1.0

0.8

Kuva logistisen yhtalon
kuvaaman liikkeen
bifurkoitumisesta

06 4
04

02 H

0.0 T T T T T T T T T

05
Ao /ﬂﬂr ] Ljapunovin eksponentti

33 35 95 37 38 35 40
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Itsesimilaarisuus logistisessa yhtalossa

Saannollista liiketta kaaoksen keskella!

2508

049

L5855, T I S I B R P L e e o e e T 1

3.828 384 385 3857 3.8476 5.848 3.844 38698
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