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Keskeisvoimat

Huom. r voi olla vektori
eli f eri suuri eri suuntiin!

Historiallinen ja tärkeä esimerkki on planeetan liike Auringon ympäri.
Se on 2 kappaleen ongelma, joka voidaan aina redusoida keskeisliikkeeksi

Kaksi kappaletta: m1 ja m2

Massakeskipisteen (CM) paikka onF21
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HT: Laske missä on Auringon
ja Maan massakeskipiste,
entä Auringon ja Jupiterin

F21

Liike keskeisvoimakentässä
Tarkastellaan jatkossa voimia, jotka ovat muotoa

skalaari

Lasketaan ensin voiman momentti

josta seuraa, että liikemäärämomentti on liikevakio

Lasketaan vielä

Eli pintanopeus dA/dt on vakio. Tuloksen löysi aikanaan Kepler
ja se tunnetaan Keplerin toisena lakina
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Liikeyhtälö pallokoordinaatistossa

Energiayhtälö

Radan integrointi liikeyhtälöstä

keskipakopotentiaaliYksiulotteiselle liikkeelle
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l = 0

k = 0

Ratoja erilaisissa potentiaaleissa

HT: Oletetaan, että
ja että hiukkanen on origon kautta
kulkevalla ympyräradalla.
Osoita, että n =  – 4 
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Liikeradan differentiaaliyhtälö

Minkä 2. kertaluvun differentiaaliyhtälöiden ratkaisuja nämä ovat?

Sijoitetaan LY:hyn

Tarkastellaan liikeradan differentiaaliyhtälöä
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Esimerkki: Hooken laki

Lasketaan

Taulukkotietoa

ja

Ympyräratojen stabiilisuus
Konservatiivisessa keskeisvoimakentässä ympyrärata on mahdollinen ratkaisu

Stabiilisuus: Jos rataan tehdään pieni häiriö, säilyykö rata?

ja sijoitetaan liikeyhtälöön

Kehitetään x:stä riippuvat termit Taylorin sarjaksi
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Keplerin lait

Tyko Brahe (1546-1601) teki erittäin tarkkoja havaintoja 

Kepler syntetisoi havainnot kolmeen liikelakiin

K-I Planeettojen radat ovat ellipsejä, joiden toisessa
polttopisteessä on Aurinko (v. 1609)

K-II Auringosta planeettaan piirretty paikkavektori
kiertää siten, että sen aikayksikössä pyyhkäisemä
pinta-ala (pintanopeus) on vakio (1609) 

K-III Kiertoaikojen neliöt suhtautuvat kuten isoakselien
kuutiot (1619)

Johannes Kepler, 
1571-1630

K-II
K-III:

Newtonin painovoimalaki
Keplerin lait olivat puhtaasti empiirisiä. 
Hän ei tiennyt millainen voima tuottaisi ne!

Newton oli ilmeisesti jo nuorena miehenä keksinyt painvoimalakinsa, muttei
julkaissut sitä ennen kuin Principiassa vuonna 1687. Laki kuuluu:

Kahden kappaleen välinen vetovoima on verrannollinen niiden massojen
tuloon ja kääntäen verrannollinen niiden välisen etäisyyden neliöön

Jo edeltä tuttu keskeisvoima, mistä
seuraa suoraan K-II

Gravitaatiovakio
Epätarkimmin tunnettu luonnonvakio!!
Potentiaali
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Pallokuoren potentiaali
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Homogeenisen pallon gravitaatioenergia

Tämä energia vapautuu, jos koko
avaruuteen tasan jakautunut
massa M luhistuu a-säteiseksi
palloksi

Massa M
tiheys

säde a

Keplerin radan lauseke

,
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Kartioleikkaukset

Pakonopeus
Millä nopeudella kappaleen täytyy liikkua, että se pakenee toisen 
kappaleen painovoimakentästä eli joutuu ellipsiradalta paraabeli- tai
hyperbeliradalle?

Radan oltava avoin:

T –U
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Keplerin lait ratayhtälöstä

Huom. T ei riipu ellipsin muodosta 
vaan ainoastaan isoakselin pituudesta

HT:

Laplace–Runge–Lentz-vektori

Yhtälö r:lle

Osoitetaan RL liikevakioksi:
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RL on siis liikevakio, eli sen suunta säilyy, KUN voima on verrannollinen 1/r–2

Oikeassa planeettaliikkeessä planeetat häiritsevät toisiaan ja
efektiivinen voimaan tulee korjaustermejä, jotka kiertävät radan
apsidiviivaa ja siten myös periapsista.

Riippumattomat liikevakiot ja rataelementit

ja
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Rataelementit (planeettaliikkeessä)
• Isoakselin puolikas a
• Eksentrisyys (tai e)
• Inklinaatio i (tai )
• Nousevan solmun pituus (kevättasauspisteestä ¡)
• Perihelin argumentti ; tai perihelin pituus = + 
• Periheliaika

kevättasauspiste

Keplerin potentiaalin hyperbeliradat

Kappale (hiukkanen tai planeetta) hyperbeliradalla: Sironta

Gravitaatiopotentiaali
Coulombin potentiaali
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Huom. käytetty U ei ole yleinen, mutta kuvaa Newtonin gravitaatiolain lisäksi
astakkaismerkkisten varausten välisen attraktiivisen Coulombin potentiaalin.

Entäs repulsiivinen potentiaali?

Rata repulsiivisessa potentiaalissa k/r

Pieni trigonometrinen sormiharjoitus sirontakulmaksi
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Sironta keskeisvoimakentässä

I on intensiteetti
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Törmäysparametri b( )
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Sirontapinta-ala ( )

Rutherfordin sirontakoe
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Kokonaisvaikutusala

Ydinvoimat ”varjostettuja”. Yukawan potentiaali

Plasmassa vapaat varaukset 
varjostavat toisiaan (Debyen varjostus)

Monen kappaleen ongelmista

Kahden kappaleen ongelma käsitelty edellä ja sillä on yleinen ratkaisu,
Mutta kuinka on, kun N  3 ?
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Rajoitettu kolmen kappaleen ongelma

Huom. Aurinko – Maa – Kuu EI ole rajoitettu 3 kappaleen ongelma
Kuu on liian iso ja liian lähellä Maata

Rajoitetun 3 kappaleen ongelman erikoisratkaisuja ovat nk. Lagrangen pisteet,
joissa pienimassainen kappale voi pysyä paikoillaan suuriin kappaleisiin nähden.

Esim.
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Marsin ja Jupiterin välissä oleva
asteroidivyö

Mars Jupiter

Troijalaiset asteroidit
Aurinko – Jupiter-systeemin
L4 ja L5 pisteiden ympärillä

Haloradat L1:n ja L2:n ympäri ovat 
suosittuja tieteellisten satelliittien 
sijoituspaikkoja

Maallikoilla on usein kaksi vaikeutta:
• L1 luullaan pisteeksi, jossa Auringon ja

Maan vetovoimat kumoavat toisensa
• Kuinka satelliitti voi pysyä L2:n ympärillä
Nämä ovat kolmen kappaleen ongelmia!

Muita 3 kappaleen ongelman ratkaisuja

Ratkaisu, jossa kaikilla radoilla on yhteinen polttopiste ja periodi

Ratkaisuna ellipsiradat, joilla yhteinen polttopiste ja sama periodi


