Keskeisvoimat

1 Keskeisvoiman kasite

1 Kahden kappaleen ongelma

— ekvivalentti yhden kappaleen ongelma
— ftilanteen redusoiminen yhteen ulottuvuuteen

lx
Energian sailyminen = f(h‘ :] &

VEE = Ulx)]
0 Keplerin lait

3 rataelementit

missa |6ydettava U (z)!

O sironta
O useamman kappaleen ongelmista

Huom. r voi olla vektori
eli f eri suuri eri suuntiin!

Historiallinen ja tarkea esimerkki on planeetan liike Auringon ympari.
Se on 2 kappaleen ongelma, joka voidaan aina redusoida keskeisliikkeeksi

Kaksi kappaletta: m, ja m,

Massakeskipisteen (CM) paikka on
_omyTy +mars
- ey 41y




. mity = Fia;}
N-lll: Fip = —Fyy .
mars = Fgl = 7F12 =

miT1 + mata
my g

R= =0eli :n nopeus on vakio

CM:een voidaan kiinnittaa intertiaalikoordinaatisto.

mata — myy = 2F 5

maT T
-rl = - 7: ?‘2 = R 71
my + 1y 1y + 1mo
. . . s .
mit = Fyy, missd| m=—2"2_|on redusoitu massa
g+ g

Tassa Fa) = f(r)e,, elisiis keskeisvoima

Jos iy 3 m2 (esim. Aurinko ja planeetta): HT: Laske missa on Auringon
ja Maan massakeskipiste,
mame, 1 Rjarsx R+r entd Auringon ja Jupiterin

Liike keskeisvoimakentassa

skalaari
Tarkastellaan jatkossa voimia, jotka ovat muotoa F'(r) = f(r)e;
Voima osoittaa aina origoon! . )
\\\F é,f
Lasketaan ensin voiman momentti A
rxp=rxF=7[frr=e =0 T
josta seuraa, etta liikemaaramomenttion liikevakio %
. 1 . A
L:%(T'xp):vxp—&—-rxp:O \\
[es
Koska r | Ljawv | L, liike tapahtuu tasossa I
Lasketaan viela
dA = % r sinfdr = % | x dr| drsin O
dA

— 1. S — 1
W—Eh X [‘—m|L‘

Eli pintanopeus dA/dt on vakio. Tuloksen |6ysi aikanaan Kepler
ja se tunnetaan Keplerin toisena lakina




Liikeyhtalo pallokoordinaatistossa

Val. L || e. = 6 =290° eliliike xy-tasossa
e, = (cosy,sing, 0)
e, = (—sing, cos ¢, 0)
1 i d .
O = Peyl e = —ge,
r=re, = T =re.+ pre,

= (F—r¢?)e, + (20 +rde,

mit = f(rle, = {m(r ) j

(r)
m(2rg+rg) =0

Integroidaan alempi = mr?p =vakio=1 = | mi———= f(r)
mr

F = f(r) e, konservatiivinen (HT) = f(r) = —%

2
Kerrotaan puolittain +:ll&a = 4 (Lm 2 %;—2 + l-") =0 | Energiayhtalo
mr

dt

Radan integrointi liikeyhtalosta

2
Kokonaisenergia E=T+U :Lmz L1 + U = vakio
2 22
Yksiulotteiselle I||kk]eelle keskipakopotentiaall
t 7] dx
\ ?T'! _[
o . 1 o -
Yleistys: x — r, Ul(x) — U(r) + Ep i U'(r) "efektiivinen potentiaali
mir

/m dr m]
Va2l VEom V
Radan r = »(y) yhtald?
_zi(fi_iﬂ [ N “_“:fr dr
T ii - (f-f?}H.T'2 b L0 o _?_2 2111[E _ ‘P_'

Liike mahdollista vain, jos £ > U'(r)

Zm 2




Ratoja erilaisissa potentiaaleissa

E=Im?+U(r) = v=/2[E-U(r)

Liike mahdollinen, joss £ > U(r) = ehto mahdollisille r-arvoille!

2
22— ]2 — | e |2 — 22 2,02 2 2 b
v =12 = |re, +re |t =t 4 rip2 =52 o A
2 2
= FE= %7:1?‘2 + Cy— Ur) = %m?"z +U'(r)
L9
"Efektiivinen voima” (my&s suoraan LY:std) .
ou’ 2 . ol
== ——  missi f=— 0.8
f ar f+ mr3’ f ar
. L
Esim. [ = —k/r2, (k> 0) Upn< E <O
= U=—-k/r
i 2 E=Ulinr=mr ympyrérata)‘
Uv’(r) = —+4 1.8
r 2mr?

Potentiaali U (r) = —kr", ne Z

Edellda n = —1. Tilanne samankaltainen aina, jos n > —2.

Mita tapahtuu, jos I = 0?
Tapaus n = —27

I
Tarkastellaan sitten tapauksia n < —2 e \
Esim.n= -3 ! |
A
k EQ waE g \\
U=—— ! S,
7'3_+ mr2 " lf -
Huom: kun» — 0, U — —oc | |
Sama tilanne n = —4, —5, . .. } /
HT: Oletetaan, ettd UV = —kr™ e ‘ “'
ja ettd hiukkanen on origon kautta r r|
kulkevalla ympyraradalla. - . ; S ; o

Osoita,etta n= —4




Liikeradan differentiaaliyhtalo

; Al6- _1 2 I
Energiayhtalé: E = CRGAR et Ufr) (EY)
EY) = t—ty— \f% ] dr (RT)
o V E - tv(i) - 25127'2
Coodr . dr 1
r' 5 =

==
dp dpmr?

c— o= f dr (RF)
ro 2 ﬁ;[E — U(?')] -z

I

Minka 2. kertaluvun differentiaaliyhtaldiden ratkaisuja nama ovat?

2
Radan (RT) antaa (tietysti) mi — J—g = f(r) (LY)
mr
Sijoitetaan LY:hyn d_.d_ 1 d
dt — Tde T mrldy

I d I dr I? .
‘ ( a ) ———= = f(r) joka siis on radan (RF) antava DY.

r2dp \mr2dyp mr

Tarkastellaan liikeradan differentiaaliyhtaloa

- 2 T
lu’(f ”i’>,]7 f(r):7£
dr

r2dp \mride mrs
Sij. u = 1/r = i = Jii = frizi: ﬁ = *i.(l“
dr drdu du’ dp u?dp
_ d?u tu— m d T 1
f]{’Q "= 12 du ! ) .
Tehddan sama sijoitus ratkaisuun ¥ — w0 = f .
oo
_ /” du
o= Yo -
ug \/%[E —U(u=1] — u?
Jos U7 = — k"t = —ku™7! (n £ —1). niin
[ f“ du n =1, -2, —3; trigonometrisia funktioita
P =0~ —= L b allpiais o
V2m Sy, \/EJr fumn-to L2y2 n=5.3.0,~4, —5, =7, elliptisid funktioita

Talla kurssilla: n = 1 Hooken laki (huom. tuolloin % < 0)
n = —2 Keplerin likke




Esimerkki: Hooken laki

Ratayhtalé, kun U7 = Thu=2 (k> 0, f(r) = —kr)
[ ]’“ du
Y =1pg— —F—
V2w g Lpu=? -

Lasketaan I =

T Zm u

2m

f du / wdu
\/E 1%11*2——1.’ u\/E 1%!1’2 22

/ tf
Fu?

2771
sii.
Taulukkotietoa f _ dx 1 recos —h2ax
var2+bx+c¢ —a Vb2 — dac’
joton f— 1Pu? —mE
arccosS ——
\" 202 Vvm2E2 — ml2k
ja 1 L arecos P — ke " integroimisvakio
0= — — 4 COS ————! )
o 2 VmiE2 — ik T

Ympyraratojen stabiilisuus

Konservatiivisessa keskeisvoimakentassa ympyrarata on mahdollinen ratkaisu
Stabiilisuus: Jos rataan tehdaan pieni hairid, sailyyko rata?
12 2

7= f(r); ympyrdrata:r = a = vakio = 3= fla) (%)

mit —

mr
Maar. » = a + x, missd » < a ja sijoitetaan liikeyhtaloon
A —a
= mi——(x+a)™" = fle+a)
m

Kehitetdan x:sté riippuvat termit Taylorin sarjaksi

. 12 3z . .
mi — ——g (1 - T+ ) = fla) + af'(a) + ... Esim: f(r) = —C", C >0
ympyrérata stabiili, jos
—Ca" — §a Cna™ ' <0
Jos f(a)+ af'(a) > 0, » kasvaa eksponentiaalisesti = n>-3
Jos f(a) + Laf'(a) < 0, = oskilloi = stabiili ratkaisu esim.n= -2 1

rLa&(*x) = mi— {3@ + f’(u)} xr=0




Keplerin lait

Tyko Brahe (1546-1601) teki erittain tarkkoja havaintoja
Kepler syntetisoi havainnot kolmeen liikelakiin

K-l Planeettojen radat ovat ellipseja, joiden toisessa
polttopisteessa on Aurinko (v. 1609)

K-II  Auringosta planeettaan piirretty paikkavektori Johannes Képler,

kiertaa siten, ettd sen aikayksikossa pyyhkaisema 1571-1630
pinta-ala (pintanopeus) on vakio (1609)

K-III Kiertoaikojen neliét suhtautuvat kuten isoakselien
kuutiot (1619)

f'/.,.. - ‘\_\?*dr K_”I
! Y / Thfan = 1a
T.]up = 5203;2 a=119a

Newtonin painovoimalaki

Keplerin lait olivat puhtaasti empiirisia.
Han ei tiennyt millainen voima tuottaisi ne!

Newton oli ilmeisesti jo nuorena miehena keksinyt painvoimalakinsa, muttei
julkaissut sitd ennen kuin Principiassa vuonna 1687. Laki kuuluu:

Kahden kappaleen valinen vetovoima on verrannollinen niiden massojen
tuloon ja kdantaen verrannollinen niiden valisen etaisyyden neliédn

GMme Jo edelta tuttu keskeisvoima, mista

F=_——
2 seuraa suoraan K-II

Gravitaatiovakio G = 6.6726-10"'' Nm?kg 2
Epéatarkimmin tunnettu luonnonvakio!!
Potentiaali /(r) = —Fk/r, missd k = GMm




Pallokuoren potentiaali

Renkaan muotoinen kuoren osa: 6 — 6 + A6 26
— renkaan sade = asin ¢ . ST
— renkaan leveys = a Af m IENPLR
Jokainen piste renkaalla o7 é Vi
s:n etdisyydella m:sta i e
Kontribuutio potentiaalienergiaan: AU = _M ’
Renkaan massa (M, ja A, kuoren massa ja pinta-ala)
o AA - (2rasing) (eAf) 1
AM = " M, = o M, = 5 sin # A# M,
AU = —%Gm A nfa

. o . 1 ™ Siné do
Integroidaan kaikkien renkaiden yli, #: 0 — 7: U =—=Gm Msf ﬂnw;

0 5

52 =a’+ 12— 2arcosl

Is sds o GmM, o™
= 2527 — 20rsinf = sinfdf = = =T ds
df ar 2ar  Jy0)

g GmM, f*m ds
2ar 5(0)

Nr>a: s(0)=r—a, s(r)=r+a

U= _G m M, 9g = _G NJ’_-'T\IS

[ : S
2ar T S |

2)r<a: s(0)=a—r s(nr)=a+r

B GmM, G M, L
U= 29, o TS _ yakio
2ar a
07 Gm M,
g - B €, = (1
Voima F = _L'TE?' F = 2
Or

' 0 r<a




Homogeenisen pallon gravitaatioenergia

\ Pallonkuori » — + 4+ Ar

'S—K\ \ B .
) N Am = pAV =pdmr® Ar

Massa M

i M
iheys p= TS N
sade a ! &/ﬂ AT G Mgs(r) Am
e - _17
- \ 4r o
Mgs(r) = -
. 167G %t Ar
= Al = B e— ) o .
20,2 —U on pallon gravitaatioenergia
n R 16m2Gp* [,
= U = f dU :*?f ridr Tama energia vapautuu, jos koko
0‘ . . g avaruuteen tasan jakautunut
16m°Gp°a” _ 3GM massa M luhistuu g-séateiseksi

3 5 5oa palloksi

Maapallo: M ~ 6-10** kg, r ~ 6.4-105m =
|Uhan) /= 2-10% ]

Keplerin radan lauseke

Ratayhtalé maaraamattdméana integraalina:

, dr /- . :
o=+ _ ; " integroimisvakio
2 BRIE - U] - &

Muuttujan vaihto » =1/u
du

U=-kjr=-ku = p=¢ —f
\/%’g’i(E + ku) — u?

dar _ 1 e _ _bt2ax H
f \/.a‘u2+&u:+u T Va ATCCos ( \/M) ’ JOten
I2u
p = @' — arccos mk u = L = ik 14+4/1+ —ZEE_Z cos(p —
2F1? [2 mhk?
1+ -
mk?
N 12 [ 9EI2
- kartioleikkaus, 1 = o — ¢’ p=— == V 4 ZEI_ _
m mk?

“1+tccosd




Kartioleikkaukset

— ‘” .
"= 14 =cost
e=10 ympyra
[ 2EI2 0<e<1 ellipsi
=1+ eksentrisyys ) . !
V mh2 yy c=1 paraabeli ]
=>1 hy perbeli
/N N A,
P )
/N .
ferr = !I‘: I \ [
" ~J B
ellipsi paraabeli hyperbeli 52;?37/ ,-'hyperbeli
/
Pakonopeus

Milla nopeudella kappaleen taytyy liikkua, etta se pakenee toisen
kappaleen painovoimakentasta eli joutuu ellipsiradalta paraabeli- tai

hyperbeliradalle?
/ 2F12 m.M

Radanoltavaavoin: c=/1+—= > 1; missd u = E=0
vl + 71— ! m+ M

1, GMm

: o ff'QG_Mm. B foG(_M +m) PG.M
2.“ Ve — - = ve = \/ o - \.i r ~ \ﬂ r
r U Maan pinta v. = 11.2 km/s
Auringon pinta v. = 618 km/s

L&ht6 geostationaariselta radalta, » = 6.6 Ry
vauhti aluksi  ve0 = 27r /(24 h) = 3.06 km/s
/ tarvitaan yhteensa v. = 11.2 km/s//6.6 = 4.36 km/s

eli lisdpotku lilkkeen suuntaan Av =1, — v, = 1.3 km/s
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Keplerin lait ratayhtalosta

- i - r el ali sille - 2B . q.
K-l Suljettu planeettarata Ticeosy o0 ellipsi eli sille = 1+2=2 <1
—r osoittaa planeetasta toiseen polttopisteeseen | B
Isoakselin puolikas «; pikkuakselin puolikas b; e 7
P P 2p ! o el
R = | A
R I SR R S— L
HT: c=a—p/(l42)=:za Fir=a
W=a?—F=d*1-)=ap -2l
. . I .
Kl dA=1rrdp = A=Lr%=_—— = vakio
Tre
. . . 1'2 2 i
K-lll Ellipsin pinta-ala A = wab ’ p= il = b= val
a mk vmk
T '~ —
- T i) / .
A= Adt = = Ta \/L = T=2r /2”3/2
o 2m vk \ﬂ k

Huom. T ei riipu ellipsin muodosta
vaan ainoastaan isoakselin pituudesta

. ke
Laplace—Runge-Lentz-vektori | R.=pxL "

: k ke k:
Osoitetaan R, liikkevakioksi: Ry =p x L - %-tr + ”1_2) r=FxL- %f\o%

F =—(k/r®)r ja L =mrige,, joten
- (e, x e, =—e,)
F xL=mkpe, = —uv,e, = Ry =0.
”
R} on siis liikevakio. Selvasti R, on ratatasossa
Yhtalé r:lle r-Rp=r-(pxL)—mkr =

rRpcosp = —L-(pxr)—mhkr =17 —mhr

2 k
r=—= | p= L £ = e R% = p212 + m2k? — 202
1+ccosy mk mbk R 2
B le—‘r;w = m2k? +2m (%mi'z — 7) 2
\’ mh? =m2k2 L 2mEI?

11



]\‘
RL:])XLf—m T
-

—mk e, pxL

pxL

R, on siis liikkevakio, eli sen suunta sailyy, KUN voima on verrannollinen 1/r-2

Oikeassa planeettaliikkeessa planeetat hairitsevat toisiaan ja
efektiivinen voimaan tulee korjaustermeja, jotka kiertavat radan
apsidiviivaa ja siten myos periapsista.

Riippumattomat liikkevakiot ja rataelementit

r:ll& 3 komponenttia
= 6 integroimisvakiota
LY (N-1I} on 2. kl. DY

Loydetyt likevakiot: L, Ry, E. to (yhteensa 8 kpl)
= naist& kaikki eivat voi olla riippumattomial

[ 2FEI2

Riippuvuudet: R, = mks = mf\'\f 1+ ja L-R. =0

mk?
Riippumattomia esim. L, =, t, ja Rp:n kulma L:n ympéri
(o = - P o
Merk. Z(r,Rr) = = 1 [
rl& minimi, kun o =0 = —mke,
R, osoittaa origosta kohti pxL

periapsista (I. perisentria)
Vastakohta (»:n maksimi, ;- = =)
apoapsis (|. aposentri)

12



Rataelementit (planeettaliikkeessa)

» Isoakselin puolikas a
+ Eksentrisyys ¢ (tai e)
* Inklinaatio i (tai 1)

» Nousevan solmun pituus Q2 (kevattasauspisteesta i)
» Perihelin argumentti w; tai perihelin pituus @@= Q+
* Periheliaika ¢

eKiiptika

solmu periheli

aphell
<)

Y kevittasauspiste

Keplerin potentiaalin hyperbeliradat

@

Gravitaatiopotentiaali
Coulombin potentiaali

Kappale (hiukkanen tai planeetta) hyperbeliradalla: Sironta

itataan apsidiviivasta.

13



py
Hidun tulosuunta ¢ = ¢4, jolloin r — oo =

1+ ccospr =0 = p; = arccos(—2)

£

Val. pallokoordinaatisto (r, #, ¢) s.e. z-akseli osoittaa alkuperaisen

nopeusvektorin suuntaan. (Huom. ¢ # !)
P

T ccos(0 — )
Hiukkasen kulkusuunnan muutos eli sirontakulma
1

£

missé @ = 6, apsidiviivan suunta

08 =2p —7m=m— 20 = 2arccos(—z) — 7

Huom. kaytetty U ei ole yleinen, mutta kuvaa Newtonin gravitaatiolain lisaksi
astakkaismerkkisten varausten valisen attraktiivisen Coulombin potentiaalin.

Entas repulsiivinen potentiaali?

Rata repulsiivisessa potentiaalissa k/r

U = k/r = ratayhtald edeltad vaihtamalla %:n merkki:

L p 7 1+2El2
" 1+€cosgp‘p7mk"‘7 mk?

Koska r on aina positiivinen, pitdd olla s cos o < —1

e > 1, joten cos p < —e~ 1. Periapsissuunta ¢ = =
Pieni trigonometrinen sormiharjoitus sirontakulmaksi
O =2p —7T=2 a‘l'ccos(—s_l) -7

eli sama tulos kuin Keplerin U lle! apsidiviiva

—\
|

14



Sironta keskeisvoimakentassa

Ol. hiukkassuihku aérettéman kaukaa, missa U (r) ~ 0

N I, vl V2E/m Ion intensiteetti
— =1, v|.._o = vge.; vg= fm on intensiteetti
dA dﬁ - 3 e} (4] 0
\ )/ 4 mitatazn z—akselin ympéri
‘.‘ib
. , L d*N
Maar. Sirontapinta-ala suuntaan €2: () ==
1 dQadt
d*N

detdQ dt = df}:aan dt:ssi sironneiden hiukkasten maara.

4 mitataan z—akselin ympéri

Val. pallokoordinaatisto (v, 6, ¢): 8 — @ kunr — oo (Huom. ¢ #£ ¢!)
Symmetria = ¢ sailyy, sirontapinta-ala muotoa o (©) ja d} = 27 sin © d©

2 nr

d
Mittaamalla eri suunnissa voidaan maaréta ()
dQudt

= péatelmia U (r):n ominaisuuksista!

15



Tormaysparametri H(0)

Keskeiskentta = liike tasossa ¢ = vakio.
= FE ja ! mé&ariavét ratakdyran r = r(0) ratatasossa.

L= |r x p| = m|r x v| = mueh = bv2mE

b = ratasuoran etaisyys z-akselista, kun = — —oo
bja ' maaraavat siis ©:n yksikasitteisesti.

x ’
e - ratataso
L
N
[ \ <
¢ \ L7 i
//5 b
PO
Ratayhtalossa  r — P pitaa olla » — oo, kun 6 — =

1+ scos(6 — On)

= 1l+4ccos(m—06)) =0 = cosfy=

1
— antaa periapsissuunnan
=

Symmetria = © = 7 — 26, ja sama tulos repuls. Ulle (k < 0)

. e . T 1
5111525111 — — by =cosby=—- =

2 €
© _ 2FE12 2FEb
ot = g2 — 1 = 4 = —
€0 2 \/ \/m.lc2 ||
Kl €
= b= t
oF “7' 2

16



Sirontapinta-ala o(®)

Hiukkasmaaran sailyminen =-

4 mitatazn zakselin ympsi

AZN .
I27bdb = dQ =1 c(0)27sin © dO
dt dS2
b db |k| e
= o(0) = —|, missé - iaali =— —
o(©) Y ‘de missa 1/r-potentiaalissa b 2E cot 5
L/ kN> ,© 1
Rutherfordin sirontapinta-ala oz(©) = = [ — | esc* — | escx = —
4\ 2FE 2 sinx
/
o g alunperin Coulombin vuorovaikutukselle, missa k = 74qq
TED

Geiger & Marsden: o + Au-kalvo T er =
— pistemainen atomiydin 7| Thomsonin malli
Mydh. kokeet: o + Al-kalvo 1| e, kun © suuri (b pieni) =

— ytimen koko ~ 107 m

Sama tulos o (©):lle kvanttimekaanisesta tarkastelusta

Rutherfordin sirontakoe

¢ mitataan z—akselin ympési

Microscope

Fluorescent
~" 8 screen
Scattering
angle

Polonium Gold
sample foil

17



Kokonaisvaikutusala

Mé&ar: o = (sirontojen kokonaisméaaré aikayksikdssa) / 1

or = o(§2) dfiy = 271'[ o(0®) sin® de
4 04

T b
= 271'[
0+ sin © | dO

missé by,...0N U:n kantama eli suurin », jolle U(r) # 0

bITLZ\.X

sin ©® dO = 27 f bdb = 7 b®

max
0

db

Klassisesti o — o0 ¥ bypax — oC
Coulombin vuorovaikutukselle b, — o

Kvanttimekaniikka: o7 darellinen, jos U pienenee nopeammin kuin 1 /72

o —TRT

Ydinvoimat "varjostettuja”. Yukawan potentiaali /() = —g* c

-
Plasmassa vapaat varaukset U( qT Ty
varjostavat toisiaan (Debyen varjostus) f(r) = regr PV Ap’

Monen kappaleen ongelmista

Nkpli=1,2,....N

. Gmym;(r; — 7;)
mir; = — Z e —

iFi

Kahden kappaleen ongelma kasitelty edella ja silla on yleinen ratkaisu,
Mutta kuinka on, kun N =3 ?

0 Poincare (n. 1890): hyvin herkka alkuehdoille

v pieni virhe kasvaa rajusti
v Kaaos (l6ytyi 1960-luvulla uudelleen)

O Huom: K. F. Sundman (1912):
3 yksikasitteinen yleisen 3 kpl:een ongelman ratkaisu!

v Ratkaisu on t!/%:n suppeneva potenssisarja, joka kuitenkin
suppenee toivottoman hitaasti.

18



Rajoitettu kolmen kappaleen ongelma

0 2 massiivista kpl:tta ympyraradoilla
1 1 pieni (joka ei hairitse isoja)

1. Ratkaistaan 2 kpl:een ongelma
2. Tutkitaan pienen liiketta

Huom. Aurinko — Maa — Kuu El ole rajoitettu 3 kappaleen ongelma
Kuu on liian iso ja liian 1&hella Maata

Rajoitetun 3 kappaleen ongelman erikoisratkaisuja ovat nk. Lagrangen pisteet,
joissa pienimassainen kappale voi pysya paikoillaan suuriin kappaleisiin nahden.

Esim.
[ Aurinko + planeetta + asteroidi (L4, L5)
[ Aurinko + Maa + satelliitti (haloradat)

19



Marsin ja Jupiterin valissa oleva
asteroidivyd

Mars Jupiter

Troijalaiset asteroidit
Aurinko — Jupiter-systeemin
L4 ja L5 pisteiden ymparilla

Haloradat L1:n ja L2:n ympari ovat
suosittuja tieteellisten satelliittien
sijoituspaikkoja

Maallikoilla on usein kaksi vaikeutta:

* L1 luullaan pisteeksi, jossa Auringon ja
Maan vetovoimat kumoavat toisensa

» Kuinka satelliitti voi pysya L2:n ymparilla

Nama ovat kolmen kappaleen ongelmia!

Muita 3 kappaleen ongelman ratkaisuja

Ol mqi, r;,missd i =1,2,3

Merk. s; = r; — 7, (permutoi syklisesti) = 3.8, =0

Liikeyhtalét (HT) = &, = —mG

L]

Euler oletti:

i
.+ mG s,
57

m=>_,m;
G=GY,—

3
i

]

R = 0 ja kaikki massat samalla suoralla

Ratkaisu, jossa kaikilla radoilla on yhteinen polttopiste ja periodi

Toinen erikoistapaus:

Ol. G = 0 = liikeyhtaldiden valinen kytkenta katoaa ja kaikille ¢

.. LS
8 = —mG—;
53

T

Ratkaisuna ellipsiradat, joilla yhteinen polttopiste ja sama periodi

Pitéa siis olla s; = s(t) ¥ i (tasasivuinen kolmio!)

Muistuttaa 2 kpl:een ongelmaa, muttei ole!
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