Luku 15

Varatun hiukkasen liike
SM-kentassa

Tarkastellaan lopuksi varatun hiukkasen liikettd sihkomagneettisessa ken-
tassé. Tehtavénd on siis ratkaista relativistinen liikeyhtélo

dp/dt =q(E+v x B), (15.1)

missi p = mv/y/1 — (v/c)?. Lisiksi muistetaan, etti kenttd tekee tyota
teholla dW/dt = qE-v. Liikeyht&lo on hankala integroitava yleisille ajasta ja
paikasta riippuville kentille, joten se on yleensa ratkaistava numeerisesti. Jos
aika- ja paikkariippuvuuksien voi olettaa olevan riittdvén hitaita ja laakeita,
on mahdollista kéyttad hiirioteoriaa ldhtien vakiokentisté ja tehd& niihin
pienid korjauksia.

15.1 Siteilyhédvididen vaikutus

Liikeyhtélon kasittelyyn siséltyy hyvin vaikea periaatteellinen ongelma. Jos
hiukkasella on kiihtyvyytté, se séiteilee ja sédteily kuljettaa mukanaan energi-
aa, liikem#dras ja liikemadrdmomenttia. Varatun hiukkasen séteilyd kuiten-
kin tarkastellaan tyypillisesti kaksivaiheisesti. Ensin ratkaistaan liikeyht&los-
td hiukkasen rata annetussa ulkoisessa kentéssé. Sen jalkeen lasketaan séteily
héviot olettaen, ettd hiukkanen pysyy ratkaistulla radallaan. K&ytdnnossé
monessa tilanteessa séteilyn vaikutus voidaan jattda huomiotta.

Séteilyn merkitystd voidaan arvioida tutkimalla tilannetta, jossa hiukka-
sen (varaus ¢) kiihtyvyys on suuruusluokkaa a ajan T verran. Jos nopeus on
paljon valon nopeutta pienempi, niin Larmorin kaavan perusteella hiukkasen
siteilemé energia on

¢?a’T

Wiad ~ ——= .
e 6megc?

(15.2)
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Jos kyseessd on levosta ldhtenyt hiukkanen, niin silloin sen liike-energia on
luokkaa Wy, ~ m(aT)?. Siten

Wrad N q2 _ 1
Wiin  6megmce3T T

(15.3)

missi 7 = ¢2/(6megme?) on siteilylle luonteenomainen aika. Varauksellisista
hiukkasista se on suurin elektroneille (~ 10723s), missi ajassa valo etenee
matkan c¢r ~ 107 m. Jos taas kyseessd on jaksollinen liike amplitudilla d
ja kulmataajuudella w, niin Wy, ~ mw?d?, a ~ w?d ja T ~ 1/w. Silloin

Wrad/Wkin ~ WT . (154)

Sateilyhaviot ovat lyhytkestoisessa liikkeesséd merkittavia vain, jos hiuk-
kasen litke muuttuu ulkoisten voimien takia merkittéavisti aikaskaalassa 7 tai
pituusskaalassa cr. Pitkékestoisessa liikkeessé kumuloituvat séteilyhéviét on
aina otettava huomioon, esim. astrofysiikassa elektronien jaihtyminen synk-
rotroniséteilyn seurauksena.

15.2 Homogeeninen ja staattinen B

Oletetaan aluksi, ettd E = 0 ja B = vakio. Rajoitutaan lisdksi epérelativis-
tiseen tapaukseen v < ¢, jolloin

m% =q(vxB). (15.5)

Ottamalla tésté pistetulo v:n kanssa saadaan

dv d [ mv?

Hiukkasen liike-energia ja nopeuden itseisarvo ovat siis vakioita. Valitaan
koordinaatisto siten, ettd B = Be,. Talloin

mv, = qDBuv,
mv, = —qBu, (15.7)
mv, = 0.

Magneettikentéin suuntainen nopeus on siis vakio (vj).

Ratkaistaan liikeyht#lo alkuehdoilla r(0) = 0 ja v(0) = (vo,0,v)). Mé&i-
ritellién pyordhdystaajuus (sitd kutsutaan myos syklotronitaajuudeksi tai-
Larmorin taajuudeksi):

we=qB/m. (15.8)
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Koska §j = —w.Z, niin integroimalla ja alkuehdot huomioimalla saadaan
vy = —wcx. TElloin yhtélostd & = w.y seuraa
Ftwir=0. (15.9)

Yhtdlo kuvaa harmonista vérdhtelyéd, jonka kulmataajuus on w.. Ratkai-
semalla hiukkasen rata ndhdéaén, ettd ratakédyrdn projektio xy—tasossa on

ympyré, jonka sdde on
vy muy

wel - lalB

rL (15.10)

Téssd v) = Jv2 + vg on hiukkasen nopeus kohtisuoraan magneettikenttia
vastaan. Sddettd ry kutsutaan pyordhdyssiteeksi (Larmorin séteeksi) ja
pyorimisliikkeen keskipistetta johtokeskukseksi (guiding centre). Yhteen kier-
rokseen kuluva aika, pyordhdysperiodi, on

T, = 27/ |we| - (15.11)

Néin hiukkasen liike on jaettu kahteen komponenttiin: vakionopeus v
kentdn suuntaan ja pyorimisliike v; kenttédéd vastaan kohtisuoraan. N&iden
summa on ruuviviiva. Ruuviviivan nousukulma (pitch angle) mééritelldén
kaavalla

tana = v Jv. (15.12)

Koordinaatistoa, jossa v = 0, kutsutaan johtokeskuskoordinaatistoksi.

Johtokeskuskoordinaatistossa varaus aiheuttaa séhkovirran I = ¢/7p,
johon liittyvd magneettinen momentti on
I lqzr%B _ lmvi Wy
w=I17ry, =3 Y - T
2 m 2 B B
missd W :114 merkitdén poikittaisen nopeuden mukaan laskettua liike-ener-
giaa. Vektorimuodossa magneettinen momentti on

(15.13)

1
;L:in'LXVL. (15.14)

Koska pyorahdysséadevektorissa on mukana varauksen merkki, p:n suunta on
varauksesta riippumatta vastakkainen taustan magneettikentélle eli vapaat
varatut hiukkaset muodostavat téssd mielessd diamagneettisen systeemin.

Myos relativistinen litkeyhtdlo on tédsséd tapauksessa helppo ratkaista.
Koska liike-energia on vakio (p - dp/dt = 0), niin v on vakio. Liikeyht&lon
komponentit ovat

ymv, = qBuv,
ymivy, = —qBu, (15.15)
ymv, = 0

eli vakiotekijad ~ lukuunottamatta samat kuin edelld. Pyérahdystaajuus on
nyt w. = ¢B/(ym), minké luvun 14 sisdistdnyt lukija olisi arvannutkin.
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15.3 Homogeeniset ja staattiset B ja E

Oletetaan nyt, ettd vakiomagneettikentéin lisdksi hiukkasiin vaikuttaa myos
vakiosihkokenttd E. Magneettikentéin suuntaiseksi epérelativistiseksi liike-
yhtéloksi tulee

mv” = qE” . (15.16)

Tamé kuvaa kiihdytystd magneettikentdn suuntaan. Tarkastellaan sitten
poikittaista sdhkokenttédd ja valitaan se x-akselin suuntaiseksi, jolloin
— q
Vg = Wely + —Ey
m
Uy = —Wely. (15.17)
Ratkaisun yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtédviksi. Hiukkanen kieppuu

jalleen johtokeskuksen ympéri, mutta johtokeskus kulkeutuu y-akselin suun-
taan nopeudella E,/B. Vektorimuodossa kulkeutumisnopeus on

ExB

Téta kutsutaan sdhkdiseksi kulkeutumiseksi (ExB-kulkeutumiseksi, kuva
15.1). Kulkeutumisnopeus ei riipu hiukkasen varauksesta eikd massasta.

(15.18)

E

ioni

elektroni

© 000000000000000Q)

Kuva 15.1: Sahkoinen kulkeutuminen.

Edelldolevassa laskussa tehtiin itseasiassa Lorentzin muunnos epérelati-
vistisella rajalla sdhkokentélle hiukkasen mukana liikkuvaan koordinaatis-
toon

E=E+vxB. (15.19)

Koska téssé koordinaatistossa E’ = 0, E = —v x B ja ratkaisemalla tésté
v saadaan (15.18). Tadmé& koordinaatiston muunnos voidaan tehdi kaikille
riittdvén heikoille ei-magneettisille voimille F'; . Vektorimuodossa

dv q F,
—_— == B —. 15.2
=Ly, xB) 4 (15.20)

Olettamalla, ettd F| aiheuttaa kulkeutumisen vp, tehdddn muunnos v =
v +vp

F
T (vp x B) + —=. (15.21)

m m

dv’ q
i =~ m(VLXB)F
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Johtokeskuksen koordinaatistossa kahden viimeisen termin on kumottava

toisensa, joten
FL x B

qB?
Téamé temppu edellyttdd, ettd F/qB < c. Jos F' > qcB, ei johtokeskus-
approksimaatiota yksinkertaisesti voi tehd4.

vp = (15.22)

Sijoittamalla ylldolevaan F | = ¢E saadaan tietenkin ExB-kulkeutumi-
nen. Gravitaatiokentté puolestaan johtaa kulkeutumiseen
mg x B m
Vg= ——5— X —. 15.23
g qBQ q ( )
Gravitaatiokenttéd separoi siis hiukkaset niiden m/¢:n mukaan, muttei gra-
vitaation suuntaan vaan kohtisuoraan sitd ja magneettikenttda vastaan.

15.4 Magneettiset kulkeutumisilmiot!

Tarkastellaan sitten heikosti epdhomogeenista magneettikenttdi olettaen,
ettd magneettikentén paikalliset muutokset ovat pienid yhden pydrahdyksen
matkalla:

\VB| < B/ry, ; |VB||| < (wc/U”)B.

Niiden ehtojen voimassaolo riippuu kentdn geometrian lisiksi myos hiuk-
kasen energiasta ja massasta, koska ne madrdavat pyorahdyssidteen. Sama
gradientti voi olla laakea elektronille mutta jyrkké protonille.

Olettamalla kentté heikosti epdhomogeeniseksi se voidaan kehittad Tay-
lorin sarjaksi johtokeskuksen ympéristossd. Olkoon By kenttd johtokeskuk-
sen kohdalla ja r hiukkasen etéisyys johtokeskuksesta. T&lloin

B(r)@Bo+r-(VB)y+... (15.24)

VB on toisen kertaluvun tensori, jonka komponentit ovat 0; B;. Suoraviivai-
nen mutta hieman tyoléds lasku antaa tuloksen, jonka mukaan epdhomogee-
nisuus aiheuttaa voiman

F=-uVB. (15.25)
Magneettikentén suuntaan tésté aiheutuu kiihtyvyys
v _ _p
— =——VB. 15.26
dt m | ( )
Kohtisuoraan magneettikenttad vastaan (15.22) antaa kulkeutumisnopeuden
_p Wy

'Luvun loppu téstd eteenpéin ei ole kurssin ydinainesta, mutta monille hysdyllistd
yleissivistysta.
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Tétéd kutsutaan gradienttikulkeutumiseksi (kuva 15.2). Se riippuu seké hiuk-
kasen energiasta etté varauksesta. Eri varaukset kulkeutuvat eri suuntiin ja
tésta aiheutuu sédhkovirtaa.

0B

ioni

elektroni
© 2000000000000000 )
B

Kuva 15.2: Gradienttikulkeutuminen. Kuvassa ionin varaus on oletettu po-
sitiiviseksi.

Gradientin lisdksi epdhomogeeninen magneettikenttd on yleensd myos
kaareva. Varattu hiukkanen kokee keskipakovoimaksi kutsutun hitausefektin

Fc = —mwﬁ% (15.28)
C

missé R on magneettikentéin kaarevuusséide (positiivinen sisdénpéin). w)

on johtokeskuksen nopeus B:n suuntaan, miké poikkeaa hieman hiukkasen

vastaavasta nopeuskomponentista - Kéytannossa w)| = v on usein riitta-

van hyvé tarkkuus. Sijoittamalla tdmé kaavaan (15.22) saadaan kaarevuus-

kulkeutumiselle lauseke

miR, B

= —. 15.29
vc q R%’BZ ( )
Pieni differentiaaligeometrinen tarkastelu osoittaa, etta
mvﬁ
voe=—Bx (B-V)B. (15.30)

= B
Tietyilld symmetriaoletuksilla, esim. V x B = 0, tdmé yksinkertaistuu muo-
toon

mvﬁ
Vo = EB x VB. (15.31)
Téssd tapauksessa vg ja vo voidaan yhdistaa
Wi +2W,
vao = %B x VB, (15.32)

missd W) = %mvﬁ on pitkittdinen kineettinen energia.

Hiirdteoriaa voidaan jatkaa samalla reseptilld myos korkeampiin kerta-
lukuihin magrittamalla alemmassa kertaluvussa johtokeskukseen vaikuttava
voima ja sijoittamalla se kaavaan (15.22).
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15.5 Liikeyhtil6o kanonisessa formalismissa

Hiukkasliike voidaan kisitelld elegantisti kdyttden klassisesta mekaniikas-
ta tuttua kanonista formalismia. Sijoitetaan séhko- ja magneettikentét Lo-
rentzin voiman lausekkeeseen skalaari- ja vektoripotentiaalien avulla:

F=q¢g(-Vo—-—0A+1x(VxA)). (15.33)

Muunnetaan tdmé kanoniseen muotoon ilmaisemalla se riippumattomien
muuttujien r ja r = v avulla. Kdytetddn seuraavassa merkint6ja 0; =
0/0r; = V; ja oletetaan summaus toistetun indeksin yli. Suorilla laskuil-
la nihdédn, ettd

Yhtéloiden dA/dt = O, A + (- V)A ja 7;0;A; = 0;(F - A) avulla voiman
lausekkeeksi saadaan

F—g [—w LV A) - C‘litA} . (15.34)

Koska ¢ ja A eivit riipu nopeudesta, voidaan kirjoittaa

d d/a d (0 .
A= (et a)) = £ (Grceria).

mink& avulla voiman i:s komponentti saadaan muotoon

0 . d (0 .
Fi——am(qw—qr-A)ert(%(qw—qr-A)) (15.35)

Lorentzin voima on nyt ilmaistu Lagrangen mekaniikassa yleistetyn poten-
tiaalin

U=q(p—1-A) (15.36)
avulla: U 4 oU
= — — . 15.
mr or: + i O (15.37)
Lagrangen funktion L = mi?/2 — U avulla liikeyht#l6 saa muodon
oL d OL
It 15.

Naméa Lagrangen liskeyhtdlot ovat toista kertalukua. Niistd voidaan muo-
dostaa ensimmaéisen kertaluvun yhtéloitd siirtyméalld kanonisiin muuttugjiin
r; (kanoninen koordinaatti) ja m; = 9L/07; = mr; + qA; (kanoninen lii-
kemé#érd). Muodostetaan ndiden muuttujien Hamiltonin funktio

1
H(m,r,t) = 7m— L(r,r,t) = hm—gmi'Q—kqgo—qi'-A

1
= 5 (m—aAP +qp. (15.39)
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Kanoniset litkeyhtdlot ovat nyt

OH 1

ry = aﬂ'i = E(ﬂ—z - qAZ) (15.40)
. oH dp ¢ 0A 2 0A

joista alkuperdisen liikeyht&dlon johtaminen on suoraviivainen tehtéva.

Kvanttimekaniikan Schroédingerin yhtélo voidaan ilmaista Hamiltonin
funktion avulla yleistamaélld se kvanttimekaaniseksi operaattoriksi. Kun elek-
trodynamikkaa viedddn kvanttitasolle, se tehdédin nimenomaan téssa for-
malismissa, missé olennaista on kappaleen mekaanisen liikkeméaran p = mv
korvaaminen sen sihkémagneettisella litkemddrdlld p+qgA. Tatd menettelyé
kutsutaan “minimisijoitukseksi”.

15.6 Adiabaattiset invariantit

Tutustutaan vield lyhyesti késitteeseen adiabaattinen invariantti. Yleises-
ti adiabaattisilla invarianteilla tarkoitetaan suureita, jotka siilyvat edel-
lyttéen, etté liikettd méaarittelevit parametrit muuttuvat liikkkeeseen ndhden
hitaasti. Ne liittyvét laheisesti fysiikan yleisiin symmetriaperiaatteisiin:

taydellinen periodisuus <> sailyva suure
symmetria < satlymaislaks

Jos liike on kuitenkin ainoastaan melkein periodista, kuten poyrahdysliike
johtokeskusapproksimaatiossa, liikkeeseen liittyy sédilyvaa suuretta heikompi
adiabaattinen invariantti.

Hamiltonin mekaniikassa voidaan todistaa yleinen tulos: Olkoot p ja ¢
kanoninen liikem&éra ja sitd vastaava koordinaatti. Jos liike ¢:n suhteen on
likiperiodista, niin

I= %pdq (15.42)
on adiabaattinen invariantti. Emme todista tulosta téssi.

Hiukkasen liikemé&ara SM kentésséd on p = mv + ¢A ja magneettikenttaé
vastaan poikittaisen liikkeen kanoniset liikeméérd ja koordinaatti ovat p |
ja rz. Niinpa

2
I:%pL-er:—ﬂ,u, (15.43)
q

joten hiukkasen magneettinen momentti on adiabaattinen invariantti. Sit&
kutsutaan ensimmdiseksi adiabaattiseksi invariantiksi.
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Esimerkki: Magneettinen peili ja pullo

Johtokeskusapproksimaatiossa séilyvét hiukkasen kokonaisenergia W ja mag-
neettinen momentti 4 = W, /B. Jos B muuttuu hitaasti, niin myos W
muuttuu hitaasti ja silloin my6s W:n tdytyy muuttua. Jos B kasvaa, W
kasvaa kunnes W) — 0. Mutta mitéd tapahtuu tilanteessa W =07

Tarkastellaan hiukkasen nousukulmaa «. Koska v| = vsina, voidaan
kirjoittaa
mu? sin? o

2B

Toisaalta v? oc W on my6s vakio, joten ainoat muuttuvat suureet ovat o ja
B ja niiden vilinen relaatio on

= (15.44)

sin2 a1 Bl

=—. 15.45
Sin2 a9 BQ ( )
Siis jos a tunnetaan jollain magneettikentén arvolla, se voidaan laskea muilla
magneettikentén arvoilla.

Kun hiukkasen johtokeskus kulkee kohti kasvavaa magneettikenttid, o
kasvaa kunnes o« = 90°, jolloin pitkittdinen energia on nolla. Johtokeskuk-
seen vaikuttava voima F = —uV| B kidntdd hiukkasen liikkeen. Kentté
toimil siis magneettisena peilind ja voimaa F = —uV) B kutsutaan peilivoi-
maksi. Peilikentdn B, voimakkuus riippuu hiukkasen nousukulmasta jossain
referenssikentiissi By. Kaavasta (15.45) seuraa peilikentiille

sin ag = By/Bm . (15.46)

Koska B,, < oo, on aina olemassa «gp, jota pienemmélld nousukulmalla
kentéssd By varustetut hiukkaset padsevit peilin lapi.

peilipiste

Kuva 15.3: Elektronin rata sen ldhestyessid magneettista peilia.

Magneettinen peili liittyy kentdn voimakkuuden muutokseen kentén it-
sensd suuntaan. Johtokeskuksen kulkeutumiseen kentén poikki liittyy toinen
tidrked p:n sdilymisestd johtuva efekti. Oletetaan, ettd hiukkanen kulkeutuu
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esim. E xB-kulkeutumisen seurauksena kohti suurempaa kenttéé (Bs > B1),
jolloin p:n séilymisestd seuraa

Wis B

—— 15.47
Wi B ( )

joten Wio > W, . Tatéd kutsutaan adiabaattiseksi kuumennukseksi. Se on
esimerkki betatronikiihdytyksesta.

Magneettinen pullo muodostuu kahdesta magneettisesta peilisté, joiden
ei tarvitse olla yhtéd vahvat. Hiukkanen on vangittu magneettiseen pulloon,
jos sen nousukulma pullon heikoimmassa kentésséd By on vililla

B B
arcsin || — < ag < 180 — arcsin | —— , (15.48)
B, B,

missé By, on pullon peilikentistd heikompi. Jos hiukkanen vuotaa pullon (tai
peilin) lépi, sen sanotaan olevan vuotokartiossa.

/ vangittujen hiukkasten rata

peilipiste
| g5 o

3

«— magneettikenttaviiva

P,
Yy,
° ‘&MM

Kuva 15.4: Maapallon (lihes) dipolikenttd on suuri magneettinen pullo.

Kuvan (15.4) kaltainen pullo saattaa olla niin muuttumaton, ettd hiuk-
kasen liike peilikenttien vililla on my6s likiperiodista. Mikéli néin on, sys-
teemilld on toinen adiabaattinen invariantti

J = fpndS, (15.49)

missé epérelativistiselle hiukkaselle p; = muv). Jos vield kulkeutumisliike
symmetria-akselin (tédssd tapauksessa maapallon dipolikentén) ympéri on
likiperiodista, 10ytyy vield kolmaskin adiabaattinen invariantti, joka osoit-
tautuu kulkeutuvan hiukkasen johtokeskuksen piirtdmén kuoren sisdinsé
sulkemaksi magneettivuoksi.



