Luku 14

Elektrodynamiikka ja
suhteellisuusteoria

Témén luvun esitiedoksi oletetaan fysiikan peruskursseilta tutut Lorentzin
muunnokset, pituuskontraktio ja ajan venyminen. Tarvitsemme liséksi joi-
tain tensorilaskennan perustaitoja, jotka esitelldin lyhyesti mutta tédhéan
tarkoitukseen riittévésti. Johdatus tensoreihin 16ytyy CL:n lisdksi kirjois-
ta Honkonen, Pitkinen, Perko: Fysiikan matemaattiset apuneuvot (Limes,
1994) tai Arfken & Weber: Mathematical Methods for Physicists (Academic
Press, 1995) sekéd useimmista suhteellisuusteorian oppikirjoista.

14.1 Lorentzin muunnos

Kuten edellisessé luvussa kévi ilmi, suhteellisuusteoria ja elektrodynamiik-
ka liittyvét ldheisesti toisiinsa. Koordinaatistomuunnosten merkitys elek-
trodynamiikassa ilmenee esimerkiksi tilanteessa, jossa on varauksia levossa
tarkastelijan suhteen. Hén nékee niistd aiheutuvan sihkokentén, mutta ne
eivit aiheuta hénen koordinaatistossaan magneettikenttdd. Jos tarkasteli-
ja kuitenkin liikkuu varauksiin néhden, varaukset kuljettavat tarkastelijan
niakokulmasta sdhkovirtaa ja aiheuttavat magneettikentén. Niinpé sdhko- ja
magneettikentit muuntuvat jollain tavoin toisikseen liikkeen seurauksena.

Ehk& vieldkin tarkedmpi esimerkki liittyy lukuun 7, jossa kuljetettiin
johdetankoa magneettikentéssé ja saatiin aikaan sdhkokentté. Siirrettiinpa
tankoa magneettikentéissé, kestomagneettia tangon suhteen tai muutettiin
magneettikenttdd ajan suhteen, kaikissa tapauksissa pétee sama Faradayn
laki: V x E = —0B/0t. Siis vaikka kentét itsessédén riippuvat liiketilasta,
niité toisiinsa sitova fysikaalinen laki on liikkeesté riippumatta sama.

Séhkomagneettisen aallon olemassaolo oli 1800-luvun lopulla kokeelli-
nen tosiasia. Kysymys, missi koordinaatistossa sen nopeus on tasan c¢, oli
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ongelmallinen. Tahén liittyi kysymys eetteristd, johon mm. Maxwell oli it-
se uskonut ja joka oli hénelle ilmeisesti varsinainen syy kentdnmuutosvirran
kéayttoonottoon. Kentdnmuutosvirta pelasti jatkuvuusyhtélon, mika oli tie-
tenkin hyvé asia sindnsé, mutta ei onnistunut lopulta pelastamaan eetteria.
Vuosisadan loppupuolen havainnot téhden nienniisen paikan pienesté siir-
tymisestd Maan rataliikkeen suuntaan sekd kuuluisa Michelsonin ja Morleyn
koe, jolla pyrittiin méérittdméaan Maan liitkenopeus eetterin koordinaatistos-
sa, kuitenkin viittasivat siihen, ettd valo etenee tyhjitssd vakionopeudella
havaitsijan koordinaatistosta riippumatta.

Liikkukoon koordinaatisto K’ koordinaatiston K suhteen z-suuntaan va-
kionopeudella v siten, etté koordinaatistojen akselit ovat samansuuntaisia ja
origot yhtyvat nollahetkelld. Tll6in koordinaattien klassinen Galilein muun-
nos K - K'onaz’ =x —wt,y =y,2 = z,t/ = t. Newtonin lait ovat samat
molemmissa systeemeissé. Sijottamalla tA&m& muunnos yksikertaiseen aalto-
yht&loon tyhjiossé, on helppo ndhd4, etté aaltoyhteéld ei ole sama molemissa
koordinaatistoissa.

Vuonna 1904 Lorentz huomasi, etté varsin erikoinen koordinaatistomuun-
nos jatti Maxwellin yhtélot ja siten myos niistd johdetun aaltoyhtélon sa-
moiksi. Asian yksinkertaistamiseksi tarkastellaan homogeenista skalaarimuo-
toista aaltoyhtilod, joka kuvaa valonnopeudella (x, y, z)-koordinaatistossa K
etenevid aaltoa: o 52 52 52

AN p_ 100 (14.1)
Ox o2 022 2 o2
Olkoon K’ toinen koordinaatisto, joka liikkuu tasaisella nopeudella v a-
akselin suuntaan. Lorentzin muunnos on"

1
A
Y e A
y =y
2 = 2z (14.2)

1 v
t = <t—x> .
/1_,02/02 62

Osittaisderivaatat muuntuvat muotoon

o _ oo oo
or  Ox 0x' Oz ot
o0 _ o
oy Oy oy
0 0z 0
o _ w9 oo
ot ot ox' ot ot

!Suhteellisuusteoreetikot kiyttavit yleensé yksikkojirjestelmid, jossa ¢ = 1. Me emme
tee niin.
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Sijoitetaan nimé aaltoyhtilo6n, jolloin saadaan koordinaatistossa K':

P 0o 1 0%
0% oy? "0 T 2o (144)

eli aalto etenee samalla nopeudella ¢ myos koordinaatistossa K'.

Téasséd Lorentzilla oli jélleen tilaisuus keksié suhteellisuusteoria. Héan ei
ilmeisesti kuitenkaan tdysin ymmartdnyt muunnoksen merkitystd. Ehké se
soti vastoin myos hénen késitystédn eetterin olemassaolosta. Suhteellisuus-
teorian merkityksen oivalsivat ensimmaéisind Poincaré ja Einstein. Poincaré
oli jo vuonna 1899 esittanyt suhteellisuusperiaatteen, jonka mukaan fysitkan
lakien pitdd olla samat toistensa suhteen tasaisessa litkkeessd olevissa koor-
dinaatistoissa. Vuonna 1905 Einstein lisési tdhén postulaatin, ettd valon-
nopeus tyhjidossi on sama kaikissa koordinaatistoissa ja ritppumaton valoa
lahettdvin kappaleen litkkeestd. Suppeampi suhteellisuusteoria oli syntynyt.

Tarkastellaan Lorentzin muunnosta neliulotteisessa avaruudessa, jonka
paikkavektori on X = (ct,z,y, z). Sen koordinaatteja merkitdin z%, missi
a=0,1,2,3. Jatkossa kiytetddn kreikkalaisia indeksejéd osoittamaan nelia-
varuuden komponentteja ja latinalaisia indeksejé tavallisen kolmiulotteisen
kotiavaruuden komponenteille (1,2,3 tai z,y,2). Otetaan lisiksi kidyttoon
merkinnit 8 = v/c sekid v~ = /1 — 2 = /1 — (v/c)2. Kaikilla vektoreil-
la (nelinopeus, nelivoima, nelilitkem#éra jne.) on nyt nelji komponenttia.
Esimerkiksi nelinopeus u on

_dX
Cdr’
missé dr = dtw on liikkeessé olevan olion itseisaika eli aika mitattuna
sen omassa lepokoordinaatistossa.

u (14.5)

Sellaiset muunnokset, jotka jattavit neliomuodon
I=c* - —y? - 22 (14.6)

invariantiksi (I = I’) koordinaatistomuunnoksessa K — K’ ovat Lorentzin
muunnoksia. Tdmaéan voi todeta esimerkiksi sdhkomagneettiselle aallolle ti-
lanteessa, jossa koordinaatistojen origot ovat samat hetkelld ¢t = 0 ja t' = 0.
Jos origosta ldhtee tuolla hetkelld aalto, I = 0 aaltorintaman mukana kum-
massakin koordinaatistossa.

Lorentzin muunnoksen johtaminen

Esitetéddn tédsséd kertauksen vuoksi yksi hyvin yleisiin periaatteisiin perustu-
va tapa johtaa Lorentzin muunnoskaavat (ks. K. ja R. Kurki-Suonio, Vuo-
rovaikuttavat kappaleet). Liikkukoon koordinaatisto K’ koordinaatiston K
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suhteen vakionopeudella v. Havaitsijat O ja O" havaitsevat saman tapahtu-
man ja méirittivit sen paikan ja hetken: (z,y, z,t) ja (2/,y/, 2/, t’). Lisdksi
oletetaan, etté heilld on yhteinen standardi, jonka perusteella he kiyttavat
samoja mittayksikoitd. Etsitdan havaintojen vélinen yhteys kdyttden neljda
yleistd ehtoa.

Ehto 1. Aika ja avaruus ovat homogeenisia ja isotrooppisia. Kahden infini-
tesimaalisen ldhekkéisen tapahtuman siirtymien ja aikavélien vélinen muun-
nos (dr,dt) < (dr’,dt’) on silloin sama aina ja kaikkialla eli niiden vililld on
lineaarinen yhteys. Téstéd seuraa, ettd myos koordinaattien vélinen yhteys
on lineaarinen:

= aqx+bhyt+caz+dit+er
agx + bay + coz + daot + €9
= azx+ b3y +c3z+dst+e3
= aqr + byy + caz + dyt + ey,

~

~

-~ N <y
Il

missé a;, b;, ¢;, d;, e; ovat vakioita.

Yleisyytta rajoittamatta voidaan sopia, etté koordinaatistojen origot yh-
tyvéat kummankin nollahetkelld. Voidaan myo0s sopia, etté koordinaattiakse-
lit ovat samansuuntaisia ja ettd K’ lilkkkuu K:n z-akselia pitkin positiiviseen
suuntaan. T&lloin yhtaloryhma yksinkertaistuu muotoon

© = ar+bt
=y A=
' = hx+kt.

Ehto 2. Koordinaatistojen suhteellinen nopeus on kummankin havaitsijan
mielestd sama. Tilloin K':n origossa hetkelld ¢’ sattuva tapahtuma havai-
taan K:ssa hetkelld ¢ pisteessid x = vt tapahtuvaksi: (vt,t) <> (0,t'). Vaadi-
tun symmetrian mukaan pétee vastaavasti (0,t) <> (—vt’,t'). Sijoittamalla
muunnoskaavoihin saadaan

0 = avt+0bt

t' = hvt+kt
—t' = bt

t = kt.

I
<
I\
|
w
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Ehto 3. Valonnopeus c on absoluuttinen. Td4m& on ratkaiseva ero klassiseen
Galilein muunnokseen verrattuna. Ajatellaan, ettd yhteiselld nollahetkell&
yhteisessi origossa tapahtuu valonvildhdys. Valon saapuminen mielivaltai-
sessa pisteessi olevaan ilmaisimeen havaitaan hetkilla ¢ ja ¢'. Tapahtumien
vastaavuus on (x = ct,t) < (' = ct’,t'), koska ¢ on sama kummankin
havaitsijan mielestéd. Téastd seuraa, etté

ct’ = k(ct—t)
' = k(t—act)
ja voidaan ratkaista o = v/c?.

Ehto 4. Kiinteismuunnos saadaan symmetrisesti vaihtamalla nopeuden
etumerkki eli molempien inertiaalikoordinaatistojen on oltava samassa ase-
massa (vrt. ehto 2). T&lloin

r = k(2 +ot)
= k(t' +va'/c?).

Néin voidaan ratkaista k = 1/y/1 — (v/c)?.
Lorentzin muunnoskaavat ovat siis (14.2):

— vt
o = 20 ~v(x — vt)

1—(v/c)?

z = Z

t— 2
t = Bl = A(t —vz/c?) .

1—(v/c)?
14.2 Tensorilaskentaa

Edellé ollut z-akselin suuntainen Lorentzin muunnos voidaan kirjoittaa mat-
riisiyhtalona

x/0 v =8 0 0 Y
z't —-~8 v 00 !
2 | = 0 0 1 0 22 | (14.7)
a3 0 0 0 1 a3

Merkitsemaélléd kerroinmatriisia A:lla tdmé voidaan kirjoittaa tensorimuodos-
sa
't = A2 (14.8)

missé on kaytetty Finsteinin summaussddntdd eli toistetun indeksin yli sum-
mataan:

't = Z At Y =AM Y. (14.9)
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Téssé luvussa kdytettévissa tensoriformalismissa indeksien paikka ja jérjes-
tys ovat térkeitd. Toisen kertaluvun tensoreilla indeksien jérjestys kertoo,
onko kyseesséd tensorin matriisiesityksen vaakarivi vai pystyrivi. Vektoria,
jolla on yldindeksi, kutsutaan kontravariantiks: vektoriksi ja alaindeksilld
varustettua vektoria puolestaan kovariantiksi vektoriksi. Summaus tapah-
tuu aina yli- ja alaindeksin vélilli.?

Kahdesta kontravariantista vektorista u* ja v muodostetaan toisen ker-
taluvun temsor: TH” suorana tulona, jonka komponentit muodostavat mat-
riisin u*v”. Tensori T* muuntuu siis seuraavasti:

T = A AV TP (14.10)

Muotoillaan mééritelmé yleisemmin: Jokaista suuretta 7% joka muuntuu
talla tavalla Lorentz-muunnoksessa, sanotaan 2. kertaluvun (kontravarian-
tiksi) tensoriksi.

Kahden kontravariantin nelivektorin pistetulo mééritellddn puolestaan

A-B=g,sA°B", (14.11)
missé
10 0 O
0 -1 0 O
95=1 0 o0 -1 o (14.12)
0 0 0 -1
on metrinen perustensori® Se on symmetrinen (gog = gga) ja silld on

kidnteismatriisi ¢g*? eli ¢*? ggy = 0%, missé 0, on yksikkotensori eli Kro-
neckerin deltan neliulotteinen vastine, jolle 6%, = 1, kun a = 7 ja muulloin
0%y = 0.

Metriselld perustensorilla on térkeé laskutekninen rooli. Koska summaus
tapahtuu aina ylé- ja alaindeksin vililld, tdytyy esimerkiksi kahden kontra-
variantin vektorin pistetuloa laskettaessa toinen muuntaa kovariantiksi eli
laskea sen indeksi alas. Indkeksien nosto- ja laskuoperaatiot tapahtuvat seu-
raavasti:

0P = g*Pvy 5 vg = gagv®. (14.13)

Edelld oleva pistetulo (14.11) on siis
A-B=g,sA°BP = AyB® = A°B,, . (14.14)

2Vektorien ko- ja kontravarianttisuus ja siten yli- ja alaindeksien erottelu ovat varsinai-
sesti tarpeen vasta yleisessd suhteellisuusteoriassa. Téssd yhteydessi se tekee laskemises-
ta hieman yksinkertaisempaa. Esimerkki formalismista ilman yli- ja alaindekseja 16ytyy
esim. kirjasta RMC.

3Metrisen perustensorin komponenttien +-merkit méiritellisin joko niin tai péin-
vastoin. Valinnalla ei ole fysikaalista merkitystd, mutta laskettaessa on pidettdva kiin-
ni tehdystd valinnasta. Lisdksi indeksit on syytd kirjoittaa selvésti perdkkiin, etteivit
vaaka- ja pystyrivit mene sekaisin.
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Samalla tavalla nostetaan ja lasketaan toisen tai korkeamman kertaluvun
tensoreiden indeksejé:
T.% = gauT%P. (14.15)

Invariantti neliomuoto I ennen Lorentzin muunnosta on
I = gopra” (14.16)
ja Lorentzin muunnoksen jilkeen (z# — 2/t = AH,x%)
I' = gu A" o N gz’ | (14.17)
Vaatimus I = I’ antaa ehdon
GuNa N 5 = gap (14.18)
tai
gAY AP, = goP (14.19)

Vain sellaiset muunnokset, jotka toteuttavat tdmén yhtélon, ovat Lorentzin
muunnoksia. Yleisessé lineaarisessa muunnoksessa on 16 vapaata parametria
ja ehdossa (14.19) on 10 eri yhtiloé, joten Lorentzin muunnoksessa on kuusi
vapaata parametria: pusku jokaisen (kolmiavaruuden) koordinaattiakselin
suuntaan ja kierto jokaisen akselin ympéri.

Maéritetadn vield (A‘l)av. Merkitaan M, = gaﬁA”lggw ja kerrotaan
puolittain A*,:lla:

AuaMaw = gaﬁAuaAyﬁguv = guuguw = (5'“7 )

joten
(Afl)o‘v = gaﬁA”ﬁgw = A (14.20)

HT: Laske A~! z-akselin suuntaisen Lorentzin muunnoksen tapauksessa.

14.3 Lorentzin muunnokset ja dynamiikka

Vaikka suhteellisuusteorian fysikaalinen perusta onkin elektrodynamiikassa
— valonnopeushan on nimenomaan sihkémagneettisen aallon nopeus, Lo-
rentzin muunnokset, ajan venyminen jne. ovat useille tutumpia mekaanisen
liikkeen avulla annetuissa esimerkeissé (toisensa ohittavat tosinopeat junat,
liian pieneen talliin tyonnettava seiviis jne).

Valonnopeus on rajanopeus, jolla vain massaton hiukkanen voi edeté.
Sitd ei voi saavuttaa laskemalla yhteen nopeuksia, jotka ovat alle valon-
nopeuden, eli esimerkiksi tekemélld kaksi Lorentzin muunnosta perikkéin.
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Yhtilot (14.2) kuvaavat muunnosta koordinaatistoon K', joka liikkuu no-
peudella v koordinaatiston K suhteen. Liikkukoon sitten koordinaatisto K"
nopeudella v" koordinaatiston K’ suhteen, jolloin
1
" / 14/
ey e
V1—1v"7/c? ( )

" /

2= 7 (14.21)

1 v
" = (t’ ’> i
T— 02/ 27

Sijoittamalla téhéin systeemin K’ (yhdelld pilkulla merkityt) koordinaatit
muunnoksen (14.2) mukaisesti saadaan yhdistetty muunnos
1
P = (2 — wt)

V1—w?/c?

1/

2= 2z (14.22)

= L (t v x)
VT —w?/2 27)’
missé,
v+

v 1+vv' /2’

(14.23)
Taméi on nopeuksien yhteenlaskukaava. Olivatpa v ja v kuinka ldhelld valon-
nopeutta tahansa, niiden summa jai kuitenkin alle valonnopeuden. Mate-
maattisesti tdmé on seuraus siité, ettd Lorentzin muunnokset muodostavat
ryhmdn. Yhdistamalls kaksi muunnosta saadaan uusi Lorentzin muunnos,
téssi tapauksessa koordinaatistosta K koordinaatistoon K”, joiden suhteel-
linen nopeus on w. Laskukaavaa sovellettaessa taytyy olla tarkkana suhteel-
listen nopeuksien suuntien (eli etumerkkien) kanssa.

Suppea suhteellisuusperiaate voidaan ilmaista sanomalla, ettd kaikki Lo-
rentzin muunnosten yhdistimdt inertiaalijirjestelmdt ovat samanarvoisia
kaikkien fysikaalisten tapahtumien kuvailussa. TAmé jattad kiithtyvat koor-
dinaatistot, mutta ei suinkaan kiihtyvaa liikettd, tarkastelun ulkopuolelle.
Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti tavallista massapistemekaniikkaa suhteel-
lisuusperiaatteen valossa.

Kutsutaan massapisteen (hiukkasen) liikerataa neliavaruudessa sen maa-
ilmanviivaksi ja merkitdin sen koordinaatteja x#. Differentiaalit dz* mai-
rittavat hiukkasen differentiaalisen siirtymén pitkin maailmanviivaa. Muo-
dostetaan sitten Lorentz-invariantti skalaarisuure

ds? = g, datda” (14.24)
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joka on sama kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa. Tarkastellaan nyt hiuk-
kasta koordinaatistossa, jossa se on hetkellisesti levossa. Télloin

dz’ = (dz'°,0,0,0) (14.25)
eli tassd koordinaatistossa vain aika kuluu. Nyt
ds? = goo(da' ") = 2 (dt')?. (14.26)

Ajanlaatuinen suure ds/c on invariantti aikavili hiukkasen hetkellisessé le-
pokoordinaatistossa eli se on hiukkasen mukana liikkuvan kellon mittaama
aikavili. Madritellddn kiintedstd maailmanpisteestd s4 (siis neliulotteisesta
pisteestd, nelipaikasta) laskettu hiukkasen ominaisaika integraalina

e fali L] () () (Y -
[ S 2 |\ dt dt '

(14.27)
Téssé esiintyy kolminopeus v koordinaatistossa K:
de' dx? da3
=|—,—,— . 14.28
M < dt ' dt’ dt (14.28)

Ominaisajan differentiaalinen muoto on sama kuin kappaleessa 14.1 mainittu
dr B
V1=

joka kuvaa ajan venymisté liikkeessé olevassa koordinaatistossa.

dt, (14.29)

Hiukkasen nelinopeus u mééritelldadn sen nelipaikan derivaattana omi-
naisajan suhteen. Nelinopeuden komponentit ovat

_ dz*

b= — 14.
u I (14.30)

Kolminopeuden avulla ilmaistuna tdmé on u = (vy¢,yv). Suoralla laskulla
niahdién, ettd nelinopeuden nelié on invariantti:

u? = guutu’ =t (14.31)
Vastaavasti méaritelladan nelikiithtyvyys

dut B A2zt

p w4
“ dr dr? -’

(14.32)

Nelinopeus on nelivektori, koska z# on nelivektori ja d/dr on invariantti.
Siten myos nelikiihtyvyys on nelivektori.
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Tarkastellaan sitten Newtonin liikeyht&loa

dp _

=F
dt

; (14.33)

missd p = mv on litkeméa#rd. Tadmé on kuitenkin Galilei-invariantti yhtalo,
missd mikéddn ei rajoita nopeutta alle valonnopeuden. Muodostetaan neli-
vektoriyhtilo

moiu“ = KH, (14.34)
dr

missé mg on massanlaatuinen invariantti vakiosuure ja K* nelivoima. Jotta
tdmé olisi kelvollinen litkeyhtil6é pienen nopeuden rajalla (sama asia kuin
raja ¢ — 00), sen avaruusosasta on saatava Newtonin liikeyhtdlo. Kéyttiden
koordinaattiaikaa ¢ kirjoitetaan yhtélon avaruuskomponentit muodossa

d movi N i
a\/ﬁ_l(\/l—ﬁ?. (14.35)

Jos ulkoinen voima on nolla, lilkemééré on vakio, joten liikem&#rian magritel-
miéksi tulee A
i mov*
= 14.36
joka rajalla 8 — 0 vastaa Newtonin mekaniikan liikemé&aras. Néin kolmivoi-
man ja nelivoiman vélinen yhteys on

F'= K%/1 - 2. (14.37)

Liikeyht&lon (14.34) nollannen komponentin méérittdmiseksi kirjoitetaan se
nelikiihtyvyyden a* avulla

moat = K" . (14.38)
Laskemalla nelikiihtyvyyden ja nelinopeuden pistetulo saadaan
1d 1d
guya#uy — 5%(9#1’1#“1}) = 5% C2 — 0 (1439)

eli nelikiihtyvyys ja nelinopeus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, joten
myos
guwK'u” =0. (14.40)

Sijoittamalla tdhén nelinopeuden komponentit (u = (y¢,yv)) ja nelivoiman
avaruusosa jéaa jaljelle

3 i 7
¢ K= Y al 14.41
V1- 32 ;\/1—62\/1—52 -
eli | F
Ko=- Y (14.42)

c\/1-p52°
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Liikeyht&lon nollas komponentti on siis

i moc? B
dt /1-p52

Hiukkasen liike-energia mééritelliin Newtonin mekaniikassa siten, ettéi sen
aikaderivaatta (teho) on F-v. Tarkastellaan sitten energianlaatuista suuretta

F-v. (14.43)

moc?

W= ¢ (14.44)

Vi-g

Binomisarjan avulla saadaan
2 4
B 9 v v
Epérelativistisella rajalla (8 — 0) tésta tulee

1
W = moc® + 5mov2 (14.46)

eli Newtonin mekaniikan mukainen mg-massaisen hiukkasen liike-energia ja
suure moc?, jota kutsutaan mg-massaisen hiukkasen lepoenergiaksi.
Nyt nelilitkemddrd voidaan kirjoittaa muodossa
W movt
= —, — 14.47
tai

p" = mout. (14.48)

Taméan invariantiksi nelioksi saadaan
gupl'p” = (moc)2 = I/V2/c2 —p2. (14.49)
Relativistiset liikeyht&lot voi tiivistdd muotoon

d

—pt = K*. (14.50)

dr
Huom. Hiukkasen massa on myg. Sitd kutsutaan joskus lepomassaksi, mutta
sithen ei ole mitédan syyté, silld massa mg on itseasiassa Lorentz-invariantti
suure, joka maérittelee lepoenergian kaavalla

Wo = lim W = moc?. (14.51)
v—0
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14.4 Elektrodynamiikan kovariantti formulointi

Tarkastellaan seuraavaksi Lorentzin voiman lauseketta muodossa
F'=q(E" + ¢ 0/ BY), (14.52)

missé €, on permutaatiotensori ja summataan toistettujen indeksien yli
(HT: kertaa €;;,:n ominaisuudet). Varaus g oletetaan invariantiksi séilymis-
lain perusteella. Edella saatiin hiukkasen litkeyhtdlé muotoon

dp* _

= KH, (14.53)

dr

misséd nelivoiman komponentit ovat
K[):%F-v; K'=~F' . (14.54)

Oletetaan nyt, ettd kyseisen voiman avaruusosa on juuri Lorentzin voima.
Kirjoitetaan liikeyht&lo komponenteittain. Aikakomponentista tulee

dO
dlzKole-v:%E-v (14.55)
T C C

eli kentéan tekemé ty6. Paikkakomponenteista saadaan

dp! E!

di — g (El + (2B _USBQ)) —y (uo 4B _u332>
T c

dp? E?

dl = q (E2 + (v¥Bl — v1B3)) =gq (uo +u3B! — ulB3> (14.56)
T c

dp? E3

F vq (E3 + (1)132 — ’UQBl>) =q| —u+u'B>—u?’B!
T c

Aika- ja paikkakomponentit voidaan koota yht#loiksi

= qugFo" (14.57)
missii (FOL, FO2, F9%) — (1/c)(E', B2, B%), (F%, F%', F12) = (B!, B?, B%) ja
= —FYF Tasté saa suoralla laskulla liikeyhtdlon komponentit.

Osoitetaan sitten, ettd (F*) on kelvollinen toisen kertaluvun tensori eli
ettéd se muuntuu oikein Lorentzin muunnoksissa. Todetaan aluksi, ettd kova-
riantin vektorin muunnos on uj = Ag*u, = (A1) glUa, minké voi pédtelld
suoraan muunnoskaavojen avulla. Sen nikee teknisemminkin nostamalla
ja laskemalla indeksejé perustensorin avulla: u’ﬁ = gupu'" = gupAt u’ =
NG U = (Afl)aﬁua, missé kéytettiin lopuksi tulosta (14.20). Muun-
nettu liikeyhtélo on siis

dp'"

R
dr = qugl g
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14

& AP, dp

= qA/go‘uaF' B — g\ Jun B
-

= Ag®F'Ph =AM, P
o (A—I)QBF/ Bu — A,uVFow

& NG (AHF Pl = AT AM P
& F'H = AV AP, FO (14.58)
Tensoria (F*) kutsutaan sihkomagneettiseksi kenttitensoriksi ja sen kom-
ponentit ovat
0 Elje E?Jc E3/c
—E'c 0 B3 -B?
~FE?)c -B® 0 B!
-E3/c B* -BY 0

(FP) = (14.59)

Kirjoitetaan sitten Maxwellin yht&lot kenttétensorin komponenttien avul-
la. Masritellisin ensin operaattori d,: 0/0z% = (9/0x°, V). Vastaavasti
0% = 0/0xq = (0/0xy,—V). Indeksien sijoittelu on loogista: 9, muuntuu
kuten kovariantti vektori, koska 9/0x'® = (92" /0x'*)0/02".

Nyt V- E = p/ey = poc?p tulee muotoon
ONF 4+ 0, FO% 4 93 F% = jigep . (14.60)
Amperen ja Maxwellin lain kolme komponenttia ovat puolestaan
80F10 + 82F12 4 63F13 — /J/Ojl
F2 + 0 F2 + 05FB = 52 (14.61)
80F30 + 81F31 + 62F32 = /,L0j3 .
Ottamalla kidyttoon nelivirta J = (j*) = (¢p,J) voidaan ndmé yhtdlot kir-
joittaa muodossa
O, F* = poj* . (14.62)
Nelivirta on nelivektori, joten varaustiheys p ja virran tiheys J muuntu-
vat samalla tavalla kuin aika ¢ ja paikka r. Suoraviivainen harjoitustehtéava
saattaa homogeeniset yhtélot (V-B =0, V x E + 9;B = 0) muotoon
8aF57 +0gFy0 + 04 Fop = 0. (14.63)

Koska Maxwellin yht&lot voidaan kirjoittaa tensoriyhtéloingd (14.62,14.63),
ne séilyttavat muotonsa Lorentzin muunnoksissa. Néin siis Maxwellin 1860-
luvulla kehittdmaé teoria on osoittautunut ensimméiseksi suppeamman suh-
teellisuusteorian kanssa sopusoinnussa olevaksi fysiikan kuvailuksi.

HT: Totea toisen kertaluvun tensoreiden muunnoskaavojen avulla, etta suu-
re FgF a8 on invariantti Lorentzin muunnoksessa. Lausu sitten tdmé suure
kenttien avulla.
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14.5 Kenttien muunnokset

Elektrodynamiikan Lorentz-kovarianssi tarkoittaa siis sité, ettd Maxwellin
yhtdlot ovat samat inertiaalikoordinaatistosta riippumatta. Témén voi sa-
noa sitenkin, ettéd tekemaélld elektrodynamiikan alan kokeita, ei saa selville
omaa liiketilaansa. Sitdvastoin sdhko- ja magneettikentdt riippuvat havaitsi-
jan liiketilasta. Muunnosten téaytyy olla sellaiset, etté sijoitettaessa muunne-
tut kentdat Maxwellin yhtéloihin tuloksena ovat alkuperdiset yhtalot. Kaikki
tdméa on jo edelld esitetyn formalismin sisélld, mutta johdetaan tassé viela
kenttien muunnoskaavat.

Valitaan koordinaattiakselit siten, ettd koordinaatistojen vélinen suh-
teellinen nopeus v on x-akselin suuntainen. Muunnosmatriisi on tall6in

v =B 0 0

uyv_| 8 v 00
W)=1 o 0 1 o (14.64)

0 0 0 1

Muuntumaton sihkokentin 1-komponentti on F' = E! /¢, mik# nihdisin
laskemalla, F”01:

F/ 01 _ AOMAIVFMV
— AOOAIOFOO + A00A11F01 + A01A10F10 + A01A11F11
1 1
= A?-E'+ B22(—-E") = E'=E' (14.65)
C C

Siis puskun suuntainen sihkokentti siilyy ennallaan. Lasketaan seuraavaksi
F%2 = E?/c:n muunnos:

F/ 02 _ AOMAQVFMV — A00A20F02 + A00A22F02 4 A01A22F12

1
— ~N-E?-ByB* = E?=~E>—yB>. (14.66)
C

Vastaavat laskut komponentille E3 ja magneettikentéin komponenteille an-
tavat muunnoskaavat eli lausekkeet muunnetuille kentille muunnetussa ne-
liavaruuden pisteessi

1) =E|(r,t) ; E () =y(EL(r,t) +v xB(r,t))
(14.67)
/H (rlv t,) = B”(I‘, t) ) B/i(r,7 t/) = V(BL(rv t) - C%V X E(I‘, t)) )

missd || ja L viittaavat vin suuntaisiin ja sitd vastaan kohtisuoriin kompo-
nentteihin.
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Esimerkki. Liikkuvan varauksen kentta

Kasitelldédn kappaleen 13.2.1 esimerkki suhteellisuusteorian keinoin. Pisteva-
raus liikkkuu nopeudella v z-akselia pitkin pilkuttomassa tarkkailijan koor-
dinaatistossa, jossa kentét halutaan méa#rittda. Olkoon pilkullinen koordi-
naatisto sellainen, ettd se liikkuu varauksen mukana ja sen origo olkoon

varauksen kohdalla. Talloin
/

B =0
qr

!/

Kaytetédn edelld johdettuja muunnoskaavoja (kddnteisestil):

/

qx
E, = FE =FE = —W__
v I * dreg(r')3
/
yqr |
E, =WE, = ———=+_. 14.69
1 YR 471'60(7“’)3 ( )
Vektorin r’ komponentit ovat
r' = (y(z —vt),y,2). (14.70)
Otetaan kidyttoon merkinté
")/R* = (7($ - ’Ut), Y, Z) ’ (1471)
jolloin séhkokentdn komponentit ovat
B q (z—wvt)
. =
dmey y3(R*)3
q 7Y
E, = 14.72
Y dmeg v3(R*)3 ( )
q Vz
E =
? drreg v3(R*)3
eli koottuna vektoriksi
q R 2
E=———(1- 14.73

missd R = (z — vt,y, z). Tdmé& on kappaleesta 13.2.1 tuttu tulos.

Magneettikentéksi tulee puolestaan
B, = By =20

1 1 1

eli 1
B=-vxE. (14.75)

c2

Tuttua tamakin.
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14.6 Potentiaalien muunnokset

Homogeeniset Maxwellin yhtélot ovat kappaleessa 14.4 opitun mukaan
OaFpy + 08Fyq + 0y Fog =0. (14.76)

Namaé yhtéalot ovat valttaméattomia ja riittédvia ehtoja sille, ettd on olemassa
nelipotentiaali A, jolle

Fl = 0,A, — 0,4, . (14.77)

Suoralla laskulla néhdéén, ettd néin esitetty Fj,, toteuttaa homogeeniset
Maxwellin yhtélot eli valttdméttomyysehto on voimassa. Riittédvyysehdon
todistaminen sivuutetaan (ks. CL).

Nostamalla indeksit saadaan
FH = gV A* — OF A" . (14.78)

Muistamalla kenttétensorin méaritelmé ja kenttien esitys potentiaalien avul-
la saadaan nelipotentiaali

(AF) = (p/c,A), (14.79)
joka toteuttaa aaltoyht&lon
0,07 A” — 0" (0, A%) = poj” . (14.80)

Valitsemalla Lorenzin mittaehto (0,A% = 0) tdmé& palautuu tutuksi aalto-
yhtéloksi.

Todetaan lopuksi, ettd nelipotentiaali yleensé ajatellaan nelivektoriksi.
Tama on oikeutettua, vaikkakaan ei valttdmatontd. Voidaan osoittaa, etté
nelipotentiaali muuntuu mittamuunnosta vaille nelivektorina (ks. CL).

14.7 Sailymislait

Luvussa 9 esitettiin energian, lilkemé&éran ja impulssimomentin sédilymislait
kolmiavaruuden Maxwellin jinnitystensorin avulla. Esitetdan ndma séilymis-
lait nyt kovariantissa muodossa.

Lorentzin voimatiheys on

f=pE+JxB. (14.81)
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Olkoon f = (f!, f2, f3). Tallsin
— CpFOl +j2F12 —j3F31
= JoF" = joF 4 jsF* (14.82)
= o + joF* + j3 3
silla (59, 5%, 52, 7%) = (o, —j1, —j2, —Jj3). Koska F®* = 0, niin
fr=jaF*. (14.83)

Lorentzin voimatiheys on siis nelivektorin f#* = j,F*" avaruusosa. 0-kom-
ponentti on puolestaan

1
fO=GaF® = —F"jy=-E-J (14.84)
c
eli tehoh&vio tilavuusyksikossé. Koska
) g 1 gy 1 5
Ja = 9ap)" = —GapO F"" = —0, F,", (14.85)
Ho Ho

voidaan nelivoima kirjoittaa muodossa

fr = :O@FJ)F% (14.86)

Maaritelladn (jalkiviisaasti) symmetrinen tensori (77H)

1 1
1= LB R - LR EY) =T (148T)

Nyt pieni indeksijumppa antaa tuloksen
1
O, T"" = — (0, F,")F* = fi. (14.88)
Ko

(T") on siis sellainen tensori, jonka divergenssi antaa Lorentzin nelivoima-
tiheyden. Tensori on Maxwellin jannitystensorin yleistys neliavaruudessa.
Taméan toteamiseksi lasketaan tensorin komponentit. Tensorin méaéritelméssa
on mukana invariantti —(1/4)F,sF*® = (1/2)((E/c)? — B?), joka tulee mu-
kaan diagonaalisiin termeihin. Nyt

1 1 1 E2 B2
Too:[Faopau(CQEz_BQ)]:_(ﬁo + ) (1459

10 2 2 2
eli kentéin energiatiheys we,, = —7%.
0i L 0 pa 1 i L i
"= —F, F"=...(HT)...=—(ExB)'=—-5 (14.90)
Ho c c
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ovat puolestaan Poyntingin vektorin komponentit. Pelkéstdin avaruusosia
sisaltavat komponentit ovat

1 1/1
kl k kl 2 2
T = R E g 2<62E —B)}
E? 1 B?
— EFE' + gkleOT + BB gM (14.91)
Ho Ho
_ okl okl
e m

eli luvussa 9 johdetun Maxwellin jannitystensorin 7 sdhkoiset ja magneet-
tiset komponentit. Tensori (T%) on Maxwellin jannistystensorin laajennus,
koska sen Oa-komponentit antavat suoraan seké séhkomagneettisen energia-
tiheyden ettd Poyntingin vektorin.

Tuloksista f* = jo  F'* ja fF = 85T5“ saadaan yhtalo
DTPH = jo Fom. (14.92)
Téamén nollas komponentti 675T50 = jo F°0 antaa

OWerm

ot

+V-S=-J-E (14.93)

eli differentiaalisen energian siilymislain (Poyntingin teoreeman). Avaruus-
komponentit 8/3T5Z = jo '™ puolestaan antavat liikemé#édrén sailymislain

0
— 5 (€ x B) + Op(TH + T = pE' + (3 x B)!. (14.94)
Olemme siis onnistuneet kirjoittamaan olennaisesti koko klassisen elektro-
dynamiikan kovariantissa muodossa, kun viliaineeksi oletetaan tyhjio.

Luvussa 13 kisitelty liikkuvan varauksen séteily voidaan esittdd hieman
tyylikkdammin téssé luvussa kisitellyssé formalismissa. Asiasta kiinnostu-
neita kehotetaan tutustumaan CL:n lukuun 13 tai Jacksonin séteilyteoriaa
késitteleviin lukuihin.



