Luku 13

Liikkuvan varauksen kentta

Téssé luvussa tutustutaan liikkkuvan varauksen aiheuttamaan séhkomagneet-
tiseen kenttdén. Jokaisen itseddn kunnioittavan sihkodynaamikon on lasket-
tava ainakin kerran eléimésséén Liénardin ja Wiechertin potentiaalit ja niista
saatavat sihko- ja magneettikentét. Laskutehtéva on luultavasti tdmén kurs-
sin vaativin.

13.1 Liénardin ja Wiechertin potentiaalit

Tarkastellaan yksittéistd pisteméistéd varauksellista hiukkasta, jonka rata on
r = ry(t). Varaus g on siis ajanhetkelld t pisteessd ry ja sen nopeus on Iy.
Varaus- ja virrantiheys ovat télloin

pet) = gb(r—r,(t)) (13.1)
J(r,t) = qiq(t)d(r —re(t)). (13.2)
d-funktiot lausekkeissa merkitsevit sitd, ettd varaus- ja virrantiheys ovat

nollia kaikkialla muualla kuin varauksen kulloisessakin paikassa. Integroi-
taessa koko avaruuden yli saadaan varaukseksi g ja sédhkovirraksi ¢.

Kéyttokelpoisten potentiaalien laskeminen ei ole aivan helppo tehtavi.
RMC:n luvussa 21 on esitetty erds suoraviivainen laskumenetelmé, tosin
hypéten itse laskun yli. Hahmotellaan tésséd puolestaan Greenin funktioiden
kdyttoon perustuva menetelmé (yksityiskohdat jatetddn harjoitustehtéviiksi).

Tehtévéand on ratkaista epdhomogeeniset aaltoyhtélot

<V2 - 162) p = —pleo (13.3)

c? Ot?

2
<v2 — 18) A = —poJ, (13.4)

c? Ot?
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joissa ldhdetermit ovat edelld annettujen lausekkeiden mukaiset. Kuten lu-
vussa 9 todettiin, ratkaisut ovat Greenin funktion avulla lausuttuina

YE(r,t) ://Gi(r,t;r’,t/)f(r’,t’)dv’dt’, (13.5)

missid T (r,t) ovat viiviistyneet (+) ja edistyneet (-) skalaaripotentiaa-
lit tai vektoripotentiaalin karteesiset komponentit. Funktio f(r/,¢) vastaa
lahdetermeja (p/eq, poJ). Pilkullinen paikkakoordinaatti r’ on ldhdetermin
paikkamuuttuja ja pilkullinen aika viiviistetty aika ¢’ =t — |r — r’|/c. Nyt
riittdd kayttad viivistyneen potentiaalin Greenin funktiota:

Clevtsat gy LA = (=l —w/e))

C 4n |r — 1’|

(13.6)

Tekijé 1/4m on téssé otettu Greenin funktion mééritelméén, kun se luvussa
9 oli G:n aaltoyhtélossé.

Ensin integroidaan paikkaintegraalit, jolloin lihdetermien §-funktiot (r'—
ry(t')) ovat suureksi avuksi. Sen jélkeen aikaintegraalia laskettaessa kéytetéin
hyviksi matemaattista apuneuvoa

[ f@dtgends =Y

flx:)
7@ (13.7)

missé g(z;) = 0. Téssd summataan siis deltafunktion argumentin nollakoh-
tien yli. Lopputuloksena saadaan Liénardin ja Wiechertin potentiaalit:

SR e T e ] I

Alr,f) = 4wqeoc [(1 - f : ﬁ)R]mt - 47::‘06 [R—ﬂR-ﬁLt  (139)

missi R =r—r,, n = R/R ja B8 = v/c = 1y/c. Alaindeksi ret viittaa
lausekkeen laskemiseen viiviistyneelld ajalla ¢t eli

[B]T@t = I"q(t/)/c ; [R]ret =r— rq(t/) .

Viivastynyt aika on puolestaan ratkaistava ehdosta

t'+ e —ry(t')|/c=t. (13.10)
Havaitsija siis mittaa kentédn pisteessé r hetkells t.

Ehké kaikkein eleganteinta, joskaan ei sen helpompaa, on tehdé ylldoleva
lasku relativistisessa formalismissa, missid ¢ ja A ovat nelipotentiaalin A
komponentit ja

A% () = / Glw — o) () d*a’ (13.11)

(ks. Jackson tai CL:n luku 13.3).
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13.2 Kenttien laskeminen

Kun potentiaalit tunnetaan, kentét saadaan derivoimalla, miké on suoravii-
vaista, mutta vaatii vihén kérsivallisyyttd. Hankaluutta aiheuttaa viivasty-
neen ajan implisiittisesti mééritteleva yhtélo (13.10). Aluksi kannattaa sel-
vittdd itselleen koordinaatisto (kuva 13.1).

o)

ro(t)
4

R(t) = r—r {t)

Kuva 13.1: Varauksellisen hiukkasen liiketila hetkelld ¢ médrad kentén
myo6hempéné hetkené ¢. Kenttd etenee pisteesté ry(t') havaintopisteeseen
r ajassa R(t')/c, jolloin hiukkanen on ehtinyt radallaan pisteeseen r,(t).

Sahkokentta saadaan lausekkeesta

- OA ¢ [V(R-B-R) ¢ [0_ B
E=-Vpo—— [(R_I@.R)2}_47T606{8tR_18'R

— . (13.12
ot 4reg } ( )
Hakasulku viittaa lausekkeen laskemiseen viiviistetylld ajalla (jatetddn sulut
pois laskun viilivaiheissa).

Aloitetaan R(t'):n gradientin laskemisesta. Kaavan (13.10) perusteella
R(t") =|r —ry(t")| = c(t — t'), joten VR(t') = —cVt'. Lasketaan lausekkeen
(13.10) molempien puolten gradientit. V¢ on tietenkin nolla. Vasemman puo-
len gradientti kannattaa laskea komponentti komponentilta. Itseisarvolause-
ketta derivoitaessa on on syytd muistaa, etté |f(x)| = 1/ f?(z). Derivoitaessa
termid r, (') on lisdksi kiytettava ketjusdéntod 0/0x = (0t'/0x)(0/0t"). Siis

ot B ,
—Car = £|r—rq(t)]
0
= )
1 sor oo
= S 2 ) (5 - o prm®)

Nyt Or/0z = (1,0,0) ja Ory(t') /0t = v = ¢, joten saadaan
ot x—1g—cB-(r—r1y)(0t/0r)

or clr —rgl

: (13.13)
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Tasté seuraa
ot —(x—wmy)

dr ¢(R—B-R)’
Samoin lasketaan derivaatat y:n ja z:n suhteen ja gradientiksi tulee

R

(13.14)

= 13.1
\Y (R-BR) (13.15)
Nain ollen
VR- N (13.16)
_R—,B-R' '

Tarvitaan myos V(8-R). Lasketaan taas xz-komponentti ja ollaan huolellisia
sisdkkéisten funktioiden kanssa kuten edella:

ot . )
(V(B-R))w = Bo + 5-(B-R—B-1y). (13.17)
Lasketaan vastaavasti gradientin y- ja z-komponentit, joten

V(B-R) = B+(B-R-p-i)Vl
(R—B-R)B+ (8> - B -R/OR

= . 13.18
R (13.18)
Kokoamalla tulokset saadaan skalaaripotentiaalin gradientiksi
R-(R-B-R)B-(3*-B -R/c)R

 dreg (R—B-R)3

ret

Vektoripotentiaalia varten taytyy laskea OR/0t. Kaavan (13.10) mukaan
R = c(t—t'), joten IR/t = ¢(1—0t'/dt). Derivoidaan jilleen kaavaa (13.10)
puolittain. Nyt dR/0t' = —¢3 - R/R. Niiden avulla saadaan

o _  B-R

— = —_— 13.20
ot T R ot (13.20)
josta ratkaistaan
ot R
— = 13.21
agt R-3-R ( )
Kayttamalla titd saadaan
/
OR Ot OR cR3 (13.22)

ot ot R-B-R’

Séhkokentéin vektoripotentiaaliosan lausekkeessa esiintyvé aikaderivaatta on
siis

{@ B ]_R(R—ﬁ-R)B+(RB-R+cﬂ-R—cRB2)B
OR—-B-R] (R—-B-R)3
(13.23)
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Séhkokentiiksi saadaan lopulta (kirjoitetaan muistin virkistdmiseksi alain-
deksi ret jilleen nikyviin)

(1- )R- RB) + R x (R — RB) x B)/c
(R-B-R)’

. (13.24)

q
E(r,t) = Treo [

ret

Kuten aiemminkin shkémagneettisen aallon magneettikenttd saadaan suo-
raan Faradayn laista, nyt vain on kiytettava viivéstettya yksikkdvektoria:
1R
B(r,t) = - [] x E(r,t). (13.25)
cLR ret

Valittomasti todetaan, ettéd staattisen varauksen (8 = 0) sdhkokentté
on Coulombin kentté. Silloin sdhkdkenttd on yhdensuuntainen vektorin R
kanssa, joten staattinen varaus ei odotetusti aiheuta magneettikenttad. Va-
kionopeudella liikkkuvan varauksen kentté on selvisti tekemisissé seuraavassa
luvussa tarkasteltavan Lorentzin muunnoksen kanssa. Sdateilykentiksi kutsu-
taan kiihtyvyyteen B verrannollista termié, joka pienenee kaukana varauk-
sesta kuten 1/R eli yhté etdisyyden kertalukua hitaammin kuin Coulombin
kenttéd. Tésta seuraa erityisesti se, etté sdteilykentéin Poyntingin vuo ei me-
ne nollaan ddrettomyydessidkédn. Tarkastellaan néitéd tilanteita seuraavassa
yksityiskohtaisemmin.

13.2.1 Vakionopeudella liikkuvan varauksen kentté

Tarkastellaan xz-akselia pitkin vakionopeudella v liikkuvan varauksen kenttéé
(kuva 13.2). Oletetaan, ettd varaus on ohittanut origon hetkelld ¢t = 0.
Kentta pisteessé (z,vy, z) lasketaan hetkelld ¢, jolloin varaus on ehtinyt pis-
teeseen (vt,0,0)

Ay
(x.y,z)

R =r—r(t)

Y X<

rq(t’) := rét-R/c)
= (vt’,0,0)

Kuva 13.2: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen kentén las-
keminen.
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Koska R = /(z —vt")2 4+ 42+ 22 = ¢(t — t'), niin viivéistynyt aika ¢’
saadaan lausekkeesta

(1= B =t — Bfe— (1eh/(x — vt) + (1 - B2)(y? +22).  (13.26)

Potentiaalien (13.8 ja 13.9) nimitt&jissé olevat tekija [R — R - (], tulee nyt
muotoon
[R—R B, = \/(w — vt + (1= B2)(42 + 22) (13.27)
ja skalaaripotentiaali (13.8) voidaan esittdd muodossa
P,y 2,1) = — ] (13.28)

dmeg /v (x —vt)2 + y2 + 22

missi v = 1/4/1 — 82. Vektoripotentiaalilla (13.9) on vain z-komponentti,
koska B = (/3,0,0)

Ag(2,y,2,1) = Bo(z,y, 2, 1) fc. (13.29)

Varauksen lepokoordinaatistossa potentiaalilla on tuttu lauseke

(z,y,2,t) = a %1

Liikkuvan varauksen potentiaali saadaan siis (melkein) koordinaattimuun-
noksella, jossa y ja z pysyvét ennallaan ja x:std tulee vy(z — vt). Vield ja&d
mietittdviksi, mistd tekijd v ilmestyy kertomaan potentiaalia. Liséksi tdytyy
selvittéda, mistd vektoripotentiaali saadaan, kun se on nolla lepokoordinaa-
tistossa. Tahén palataan suhteellisuusteoriassa, jossa A ja ¢ muodostavat
yhdessa nelivektorin.

(13.30)

Kentét saadaan derivoimalla (tdlld kertaa helposti). Séahkokentdan kom-
ponentit saadaan lausekkeen (13.28) gradientista:

q v(z — vt)
Eo(z,y,2,t) = 13.31
($ vz ) 4meg (’yz(x — vt)? + y2 + 22)3/2 ( )
q Y
Ey(z,y,z,1) = 13.32
y($ Y,z ) Arreg (,72(33 —Ut)2 +y2 +Z2)3/2 ( )
EZ(I7y7zat) = 7 vz (1333)

 dmeg (V2 — vt)2 4+ y2 + 22)3/2°

Koska vektoripotentiaalilla on vain z-komponentti, my6s magneettikentéin
laskeminen on helppoa:

B = VxA= Vx(4e,;) = —e; xVA
b _BLE (13.34)

= —(ex Xv@)z = -
vxE

c2
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Nama4 lausekkeet pétevit kaikilla nopeuksilla. Kaukana varauksesta kentta
heikkenee kddntéen verrannollisesti etdisyyden nelioon. Suurellakaan vakio-
nopeudella liikkuva hiukkanen ei siis séteile.

Kenttdid on mukavinta tarkastella varauksen kulloisenkin paikan suhteen.
Kohtisuorassa suunnassa (z — vt = 0) sdhkokentén voimakkuus on

q v
E=\Bi+B?= . (13.35)

Témé on Coulombin kentté tekijilld 4 suurennettuna (y > 1 aina). Varauk-
sen edessé ja takana y = 2z =0 ja

q 1
E=FE,= .
T dmeg 2 (z — vt)?

(13.36)

Témi on puolestaan Coulombin kentt# tekijilli 1/4% pienennettyni.

Kenttéviivat saadaan piirtdmélld ensin staattisen varauksen kenttéaviivat
ja sitten liikuttamalla kuviota suurella nopeudella silmien ohi, jolloin havai-
taan Lorentz-kontraktio (ei onnistu kotioloissa kovin helposti). Vaihtoehtoi-
sesti puristetaan z-akselia kasaan tekijin v verran (kuva 13.3). Kannattaa
kuitenkin muistaa, ettd kenttaviivat eivit ole todellisia fysikaalisia olioita.
Magneettikentdn hahmottaminen j&a& lukijan mietittdvéksi samoin kuin hi-
taasti liikkkuvan varauksen magneettikentéin osoittaminen samaksi kuin lu-
vussa 5.

Kuva 13.3: Vakionopeudella liikkuvan varauksellisen hiukkasen sdhkdkentin
kenttéviivat. Vasemmalla staattinen varaus, oikealla liikkuva varaus.

Téssé vaiheessa on jouduttu tekemisiin suppeassa suhteellisuusteoriassa
niin tirkedn Lorentzin tekijin v = 1/y/1 — % kanssa. On syytd huoma-
ta, ettd tdhidn mennessé ei ole tehty mitdéin suhteellisuusteorian oletuksia,



172 LUKU 13. LIIKKUVAN VARAUKSEN KENTTA

esimerkiksi asetettu valonnopeutta hiukkasten nopeuden yldrajaksi, vaan
kaikki on suoraa seurausta pyrkimyksesté laskea tasaisella nopeudella liik-
kuvan varauksen kentét, jotka toteuttavat Maxwellin yhtélot. Nyt v muut-
tuu imaginaariseksi, jos v > c eli § > 1, joten ndmé tarkastelut johtavat
ilmeisen epéfysikaalisiin tuloksiin, jos hiukkasen nopeus ylittéd valonnopeu-
den. Tamén kaltaisiin lausekkeisiin péaétyivit George FitzGerald (v. 1889) ja
H. A. Lorentz (v. 1892) elektroniteorioissaan. Heill oli itse asiassa kultainen
tilaisuus keksia suppeampi suhteellisuusteoria, mutta asian oivalsi kuitenkin
vasta Albert Einstein vuonna 1905.

13.2.2 Kiihtyvissé liikkeessi olevan varauksen kentta

Tarkastellaan aluksi epérelativistista rajaa (8 < 1), jolloin 1/R-séteilyken-
tiksi tulee

E,qa(r,t) = Ireod? nx(nxv)/R (13.37)
1R q .
Bug(r,t) = -~ xE= 9 _ , 13.
a(r,t) “R X pr—— vxn/R (13.38)

missd n = R/R. Néistd saadaan Poyntingin vektoriksi:

1 ¢ |Rxv|?
,LLO rad rad 167T26003 R5

R. (13.39)

Tam# vaimenee etdisyyden funktiona kuten 1/R?, joten Poyntingin vuo ei
1/ R-séteilykentilld mene nollaksi kaukanakaan varauksesta, koska pintaele-
mentti kasvaa vastaavasti kuten RZ.

Siteilyteho on P = [ SR?dQ, missi dQ = sinfdfd¢. Siteilyteho ava-
ruuskulmaan df2 on siten

P
— = ————sin“#f. 13.40
dQ ~ 16m2ecd (13.40)
missé # on v:n ja n:n vilinen kulma. Laskemalla kulmaintegraalit (87/3)
saadaan Larmorin kaava:

2:2
p=1"

= —. 13.41
6megc? ( )

On oleellista ymmértis, mistd verrannollisuus tekijéain (gv)? on periisin.

Relativistisille hiukkasille t:n ja t':n viilinen ero on téirkei. Aikavéililld
t1 =t +R(t))/c -+ ta =thH+ R(th)/c avaruuskulmaan dS) siiteilty energia
pinta-alayksikkod kohti on

dt

1o t’z
/ [S-n],,dt= oS- n@dt’. (13.42)
t1 tl
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On siis mielekistd médritelld hiukkasen siteilyn intensiteetti S - n dt/dt’ =
S-n (1 —n-3) sen omassa ajassa ja omassa paikassa, jolloin

.2
it @ |nx((n=B)xp)

_p2q.
= RS n) g = Jo 5 Y (13.43)

dP(t)
Q

Kun 8 — 1 eli hiukkasen nopeus lidhenee valonnopeutta, niin dP/d€2:n ni-
mittdjdn merkitys kasvaa ja séteilykeila alkaa venyé hiukkasen liikkeen suun-
taan. Maksimi-intensiteetti saavutetaan, kun 6,,,, — 1/(27) ja keilan leveys
on =~ 1/~. Koska laskuissa ei ole tehty oletuksia kiihtyvyyden suunnasta,
saadut kaavat kuvaavat seké jarrutusséteilyé ettéd syklotroni- ja synkrotro-
niséteilyd. Séteilyn kokonaisteho saadaan integroimalla kulmien yli (mik4 ei
ole aivan helppo lasku) tai tekemilld Larmorin kaavalle Lorentzin muunnos
(jos osataan suhteellisuusteoriaa). Lopputulos on

2

P=-L_ 53 - (8xp)?). (13.44)

~ 6mege

Pienilld nopeuksilla tdmé palautuu odotetusti epérelativistiseen tulokseen.

13.3 Siteilyn spektri!

Sateilytehon lisdksi usein halutaan tietdéd séteilyn taajuusspektri. Spektrii
on jarkeviid tarkastella havaitsijan ndkokulmasta. Merkitain

dP(t)

— = )2, 13.4
= 1G(0) (13.45)
Avaruuskulmaan d2 séteilty kokonaisenergia on
aw T
—— = [ |G(t)|%dt. 13.46
e AC] (13.46)
G:n Fourier-muunnos on
Glw) = — 7G(t)e (iwst)dt (13.47)
w)=— xp(iw :
V2m . P

ja FYMM I:stéd tuttu Parsevalin kaava antaa

d T
%: / G (w) 2w , (13.48)

!Luvun loppu tésti eteenpéin ei ole kurssin ydinmateriaalia. Esitettivit peruskésitteet
ovat kuitenkin hyodyllisii my6hemmin séteilyasioiden kanssa tekemisiin joutuville fyysi-
koille
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kun ¢ ja G(t) ovat reaalisia. Negatiiviset taajuudet voidaan eliminoida kaa-
valla G(—w) = G*(w).

Midritelldsin energiaspektri avaruuskulma-alkiota kohti d2W/(d2dw). Té-
mé kertoo, kuinka paljon energiaa séteilee kulma-alkioon df) taajuusvalilla
dw. Niinpé

aw T W
- d>w
A 2 18 2 A 2
— - =92 . 13.
o = 1GW)E +1G(-w) = 2G(w)] (13.50)
Tyolds mutta suoraviivainen lasku antaa (ks. Jackson)
00 . 2
W q° n x ((n—pg) xB) ,_m-ro(t)
dQdw  16m3epc / (1—n-pB)2 exp {W ( c )} ’
(13.51)
miké voidaan osittaisintegroida muotoon
oo 2
d*wW ?w? , n-ry(t) ,
_ ; - =7 13.52
0o~ Tomdee / n x (n x 3)exp [zw (t p )] dt (13.52)
Epérelativistisella rajalla
2 2,,2 ° 2
d“w q°w .
0~ T6m3ed L/ n x (n x v)exp(iwt)dt (13.53)
Integroimalla kaikkien kulmien yli saadaan
d 2 |7 i
W q . )

Tamé antaa siis varatun hiukkasen séteilemén energian spektrin, kun hiuk-
kasen rata tunnetaan.

13.4 Jarrutussiteily

Tarkastellaan esimerkkiné jarrutusséteilystd elektronin tunkeutumista va-
paista elektroneista ja positiivisista ioneista koostuvaan ionisoituneeseen
kaasuun eli plasmaan. Jéitetdin mahdollinen taustan magneettikenttd huo-
miotta, mikd on hyvi approksimaatio muilla kuin varausten magneetti-
kentdssd tapahtuvan pyoridhdysliikkeen taajuuksilla. Oletetaan, ettd plas-
ma on niin harvaa, ettéd elektronin liike voidaan olettaa tapahtuvaksi yhden
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paikallaan olevan ionin Coulombin kentéssé, jolloin elektronin kiihtyvyys on

Ze?

V= degmr?

(13.55)

Larmorin kaava antaa suoraan yhden elektronin séteilemén tehon:

2
¢ ( zet ) . (13.56)

° 6meged \ dmegmrr?

Todellisessa tilanteessa elektronit tulevat plasmaan jonkinlaisena suihku-
na, jonka tiheys olkoon n~. Lasketaan ensin tdmén elektronikaasun séteily-
teho yhden ionin kentéssé:

o0

3
2 e2 n- 472
P = ZZ7° / d
3 <4Treg> m2e3 A

Tmin

2 \3 -
- 8;Z2< c ) L (13.57)

dmeg | M2 Tmin

Klassinen elektrodynamiikka ei kerro, kuinka integraalin alaraja pitdisi méa-
ratd. Kvanttimekaniikka on opettanut, ettd hyva oletus on kéyttas elektro-
nin de Broglien aallonpituutta:

h h
Tmin & —~ = —— . 13.58
Ottamalla kdyttoon kvanttimekaniikassa térked parametri hienorakenneva-
kio a = e2/(4mephc) ~ 1/137 seki elektronin klassinen side, joka méiiritel-
lisn lausekkeella g = €2 /(4megme?) =~ 2,82 x 1071 m, voidaan siteilytehon
lauseke kirjoittaa muodossa

[ksT
P= %”Z%wgmc? 2B . (13.59)
m

Huomioidaan lopuksi jarrutusta aiheuttavien ionien tiheys n™, jolloin teho
tilavuusyksikossé (tehon tiheys) saa muodon

8 |kpT
szngQarSmCQ L nnt (13.60)
m

Vaikka olemmekin tehneet vikivaltaa suorittamalla klassisen tarkastelun
kvanttitason ilmiolle, lopputulos on aika hyva. Tasméllisempi kvanttimekaa-
ninen lasku tuottaa korjaustekijan, joka on suuruusluokkaa 1,1.
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13.5 Syklotroni- ja synkrotronisiteily

Jos magneettikentéissé lilkkuvalla varauksella on magneettikentén suunnasta
poikkeava nopeuskomponentti, Lorentzin voiman magneettinen osa pakot-
taa varauksen kieppumaan magneettikentéin voimaviivan ympéri. Téllaiseen
liikkkeeseen tutustuaan lahemmin luvussa 15. Kieppuva varaus on kiihtyvéssé
liikkkeessé, vaikkei siihen liityk#dén varatun hiukkasen kokonaisenergian muu-
tosta. Niin ollen varaus séteilee sihkomagneettista siteilyd. Esimerkkini
siteilyspektrin laskemisesta tarkastellaan tallaista syklotronisdteilyd, jota re-
lativistisella rajalla kutsutaan synkrotronisdteilyksi.

Aloitetaan epérelativistisen elektronin liikkeestéi. Olkoon z-akseli B:n
suuntainen, n varauksesta havaitsijan suuntaan osoittava yksikkovektori ja
0 B:n ja n:n vilinen kulma. Merkitdin pyorihdysliikkeen kulmataajuutta
wo:lla. Talloin

n = e;sinf +e,cosl
= rr(egsinwgt + ey, coswyt)
v = v (e;coswot — ey sinwot)
vy = 0.
Epérelativistiselle hiukkaselle energian menetys séteilyn myoté yhden pyo-
rahdysperiodin aikana on hévidvin pieni, joten sité ei tarvitse huomioida.

Kayttamalla hyvéaksi apuneuvoja

nx (nxv)=uv,(—e;coswyt cos® 0 + e, sinwot + e, cos wpt sin f cos §)
ja

o0

sin wot . - —10(w — wo) + 10 (w + wo)
/ ( cos wot ) exp(—iwt)dt = x { 8w — wo) + 6w + wp)

—0o0

saadaan kulmaan d) sdteillyksi energiaksi

d2W 2,.,2,,2
ol fG:EUCL?’ le cos? 0 + eyi + e, sin 6 cos 0] [5(w — wp))?
0
e2wiv?
= ﬁ(l + cos? 0)[0(w — wp)]?. (13.61)

Tissé tekiji 62 aiheuttaa hankalan singulariteetin. Se on tullut tavaksi la-
kaista maton alle ottamalla huomioon, ettd todellinen séteilytapahtuma
kestéd ddrellisen ajan T' ja kirjoittamalla

T/2

1
i 2 — — - ] _q —
[0(w — wo)] d(w — wo) 5 Th—{%o exp(—i(w — wo)t)dt
~T/2
= lim E d(w — wo) - (13.62)

T—o00 27
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Niin saatu energiaspektri jactaan sitten séteilyajalla T', jolloin avaruuskulma-
alkioon dfQ séteilty teho on
a’P e2wgvi

00~ 33m2eged 08" )3 —wo). (13.63)

Jaljelld oleva deltafunktio on térkeé, koska se kertoo, etta séteilylld on spekt-
riviiva juuri pyoridhdystaajuudella. Kokonaistehoa laskettaessa tdmé helpot-
taa integrointia ja lopputulos on

2,2, 2
p_ Cwovl
6megcd

(13.64)

miké on jélleen Larmorin kaava, kun korvataan wov, — dv/dt. Nyt séteily-
teho on ki#dntden verrannollinen séteilevédn hiukkasen massan neli6on: P o
w3 o< 1/m?. Elektronit siteilevit siis huomattavasti tehokkaammin kuin
ionit.

Ottamalla mukaan relativistiset korjaukset ja varauksen liike pitkin mag-
neettikenttdd v mutta jattamalla yhd energianhivikki yhden pytréhdyksen
aikana huomiotta paddytédén tehospektriin:

dQdw — 8m2eyc 0 <7 —w(l — f cos 0)) X (13.65)
00 0 — 2 ,
Z [(COSB) J? <w5L sin9> + 81732 <w6L sin9>] ,
= sin 0 wo /Y wo /7

missé J;:t ovat Besselin funktioita. Témé spektri koostuu taajuuksilla

1— 32
ovl=5" 45 . (13.66)

W= 1—fBjcosf *

olevista piikeistd (kuva 13.4). Ne ovat siirtyneet wp:n monikerroista relati-
vistisen ajan venymisen (wo — wo/7) ja Dopplerin siirtymén (1 — 3 cos )
vuoksi. Integroimalla taajuuksien ja kulmien yli ja summaamalla [:n yli ko-
konaistehoksi tulee

00 2, .2 2
p o ptot— ©w0 (P ) 13.67
; l 6mege \ 1 — 32 ( )

Epirelativistisella rajalla (8 < 1), mutta olettaen v| # 0 voidaan osoit-
taa, etti Py/P ~ B2 suurilla [, joten riittdii tarkastella muutamaa en-
simmaistd piikkid. Suurin osa séteilystd tapahtuu perustaajuudella wgy. Té-
mén syklotroniemissioviivan teho on

dP e2wd

2 2
—_— 1 0). 13.
70 32W2€00/BL( + cos” 6) (13.68)
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dQ dw

\ 4

Wg 2wy 3wy

Kuva 13.4: Syklotroniséteilyn spektriviivat ovat elektronin pyorahdys-
taajuuden monikertojen kohdalla.

Lasku on tehty yhdelle elektronille. Todellinen syklotroniséteiliji koostuu
suuresta joukosta elektroneja. Kertomalla teho séteilyldhteen elektronien ti-
heydelld ja méadrittelemilla lampotila lausekkeella vi = kpT/m nihdiin,
ettd syklotroniviivan intensiteetti on verrannollinen elektronien paineeseen.

Rajalla 8 — 1 viivojen vili wo(1 — %) — 0, joten hyvin relativistiset
elektronit siteilevit jatkuvaa spektrid, jota kutsutaan synkrotronisdteilyksi.

=

dw

- : O
102 100 1 T

Kuva 13.5: Synkrtoroniséteilyn spektri on jatkuva.

Pitkéddn uskottiin, ettd kosminen radioséteily olisi levedkaistaista elekt-
ronien jarrutussiteilyd. 1950-luvun puolivélissd Ginzburg osoitti, ettd Ra-
vun tdhtisumusta tuleva voimakas radioséteily on juuri synkrotronisateilya.
Té&sté seuraa, ettd tdhtisumun synnyttédneen supernovan jélkeensd jattamalla
neutronitahdelld taytyy olla vahva magneettikenttd. Neutronitdhtien mag-
neettikentit ovat yleensi alle 10'° T suuruusluokkaa. Lisiksi on 16ytynyt
tusinan verran kohteita, joiden kentiit ovat vililla 1010 — 10! T. Naita kut-
sutaan magnetaareiksi. Magnetaarien pieni mééra selittyy ainakin osaksi
silld, ettd suuri magneettikenttd hidastaa niiden pyorimistd. Néin kohteet
ovat havaittavissa pulsareina ainoastaan 10* vuoden ajan, kun tavanomai-
set neutronitdhdet “ndkyvat” pulsareina noin 1000 kertaa pidemmén ajan.



