Luku 9

Maxwellin yhtalot

Nyt meilld on pystysséd elektrodynamiikan peruspilarit sellaisina, joina ne
tunnettiin 1860-luvun alussa. Maxwell huomasi yhtéloissé piilevin teoreet-
tisen ongelman: Mité tapahtuu, jos varaustiheys ja siten séhkokenttd muut-
tuvat ajallisesti? Amperen laki pitee vain staattiselle systeemille ja ottamal-
la siitéd divergenssi ndhddén, ettd V - J = 0. Varaustiheyden mahdollisesti
muuttuessa pitéisi kuitenkin jatkuvuusyhtélon V - J + dp/0t = 0 olla voi-
massa.

9.1 Siirrosvirta

Kuvan 9.1 mukaisessa ajatuskokeessa varataan kondensaattoria siahkovirralla
1.

kondensaattorilevyt

Kuva 9.1: Amperen laki varattaessa kondensaattoria. Pinta S7 on konden-
saattorin ulkopuolella, kun taas pinta So kulkee levyjen vélistéd. Pinnoilla on
yhteinen reunakayra C.
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118 LUKU 9. MAXWELLIN YHTALOT
Amperen lain mukaan
fH-dl: J-ndS=1I, (9.1)
C S1

missd S7 on pinta, jonka lipi virta I kulkee. Nyt kuitenkaan mikdén ei
maarad, missé silmukan C rajoittaman yhdesti yhtenéisen pinnan tulisi olla.
Pinnaksi voidaan valita myos kondensaattorin levyjen vélisen alueen kautta
piirretty pinta Sy, joka ei leikkaa virtaa misséén. Siind tapauksessa

7(H-d1: J-ndS=0. 9.2)
C Sa2

Molemmat integraalit ovat matemaattisesti oikein, joten ndennéisen risti-
rildan tdytyy johtua puutteellisesti ymmérretysta fysiikasta. Ratkaisu on
siiné, ettd virta I tuo varausta kondensaattorin levylle eikd varaus poistu
systeemisté samaan tahtiin. Virralla on siis divergenssié pintojen S ja S
rajaamassa tilavuudessa.

Muotoillaan tdmé& huomio jatkuvuusyhtédlona

dp
V-J+—=0 9.3
8t Y ( )
jonka mukaan siis virran divergenssi kompensoituu varaustiheyden muutok-
sena pintojen S ja Sy rajaamassa tilavuudessa. Varaustiheys voidaan il-
maista Gaussin lain avulla:

V-D=p, (9.4)

joten jatkuvuusyhtélo voidaan kirjoittaa muotoon

v-<J+3£>:o. (9.5)

Maxwellin oivallus oli korvata virran tiheys Amperen laissa ylldolevalla sul-
kulausekkeella ja tuloksena oli neljas Maxwellin laeista:

oD
VxH=J+—, 9.6
+ 2 (9.6)
jota voi hyvalla syylld kutsua Ampéren ja Mazwellin laiksi. Termid 0D /0t
kutsutaan kentdnmuutosvirraksi, kenttavirraksi tai siirrosvirraksi.

Maxwellin idea siirrosvirrasta oli puhtaasti teoreettinen, silld sen vai-
kutus on niin pieni, ettd mikdédn tuolloinen mittaus ei ollut ristiriidassa
Amperen lain kanssa. Siirrosvirta alkaa olla verrattavissa johtavuusvirtaan
vasta, kun we/o > 0.01 eli johteiden tapauksessa taajuuksien on oltava



9.2. MAXWELLIN YHTALOT 119

erittédin korkeita. Eristeisséd tilanne on toinen. Jo tavallisessa 50 Hz vaihto-
virtapiirissé olevan kondensaattorin lépi kulkeva virta on siirrosvirtaa. Kon-
densaattorin siséistd virtaa ei tosin useinkaan tarvitse tarkastella virtapiiri-
analyysissd kuten RLC-piirid koskeneessa esimerkissé. Koska siirrosvirta tu-
lee tyypillisesti nikyviin vasta suurilla taajuuksilla, se liittyy siéhkémagneet-
tiseen aaltoliikkeeseen luonnollisella tavalla. Hertz todensi vuonna 1888 siir-
rosvirran olemassaolon juuri tutkiessaan sihkémagneettisia aaltoja. Talloin
my6s Maxwellin alunperin teoreettinen oivallus sai kokeellisen vahvistuksen.

Varauksen jatkuvuusyhtilo seuraa nyt Amperen ja Maxwellin laista yh-
dessé Gaussin lain kanssa, joten sité ei tarvitse ottaa mukaan erilliseni la-
kina. Toisaalta varauksen sdilymislak: on kokeellisesti todettu luonnonlaki,
jonka kanssa Maxwellin yhtdlot ovat sopusoinnussa. Jatkuvuusyhtélo kertoo
ennenkaikkea sen tosiasian, ettd annetussa tilavuudessa varauksen ajallinen
muutos kompensoituu alueeseen tulevalla tai siitd poistuvalla sdhkovirralla,
koska kokonaisvaraus siilyy.

9.2 Maxwellin yhtilot

Nyt meilld on koossa koko Maxwellin yhtéléiden ryhmé

V:-D = »p
vV-B =0
0B
E = —— :
V x r (9.7)
oD

Téssé lahdetermeiné ovat ulkoiset (“vapaat”) varaukset p ja ulkoiset (“va-
paat”) virrat J. Sidotut varaukset ja virrat on kitketty kenttiin D ja H.
Mikéli kyseessé on tyhjiotd monimutkaisempi véliaine, tarvitaan liséiksi ra-
kenneyhtdlst D = D(E,B), H=H(E,B) ja J = J(E, B).

Yhtéloryhmé (9.7) ei kuitenkaan ole sen yleisempi tai rajoitetumpi kuin
“tyhjiomuodossa” kirjoitettu yhtaloryhmé

V-E = p/e
vV-B =0
0B
E = —— .
V x T (9.8)
OE
VxB = poJ+ poco—5,

ot

missé p ja J kuvaavat kaikkia varauksia ja virtoja. Esitysmuoto (9.7) muis-
tuttaa enemmén esitystapaa, jota Maxwell itse kdytti. Tuolloin ei vektorino-
taatio tosin ollut vield kaytossd vaan Maxwell kirjoitti yhtélot komponentti
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komponentilta, miké tekee tekstistd hyvin raskaslukuista. Muotoa (9.8) voi
kuitenkin jossain mielesséd pitdd perustavampana esitystapana. Sen lisdksi,
ettd E- ja B-kentdt méarddviat Lorentzin voiman, tyhjiomuotoiset yhtalot
eiviit erottele aineen rakenteeseen kuuluvia varauksia tai virtoja kenttien
lihteend vaan varaukset ovat varauksia ja virrat virtoja.

Vaikka usein puhutaan neljastd Maxwellin yhtélostd, yhtéloryhméssa
(9.8) on kuitenkin 8 yhtdlod (2 skalaariyhtdlod ja 6 vektoriyhtdloiden kom-
ponenttia). Yhtdloryhmé on lineaarinen, joten ratkaisuille pétee yhteenlas-
kuperiaate. Mikéli ldhdetermit p ja J tunnetaan, on jéljelld 6 tuntematonta
ja yhtéloryhma riittdd E:n ja B:n médrittdmiseen. Jos puolestaan etsitdian
itsekonsistentteja ratkaisuja, tuntemattomia on 10 kpl (E, B, J ja p), joten
tarvitaan lisdtietoa. Sellaiseksi kelpaa esimerkiksi Ohmin laki (J = oE). Dif-
ferentiaaliyhtéloita ratkottaessa myos reunachdot taytyy méaérittad oikein.

9.3 Siahkomagneettinen kentti rajapinnalla

Luvuissa 3 ja 6 késiteltiin staattisten sidhko- ja magneettikenttien reunaeh-
toja kahden aineen rajapinnalla. Magneettivuon tiheydelle saatiin yhtalosta
V - B = 0 normaalikomponentin jatkuvuusehto, joka pétee edelleen:

Bln = B2n . (99)

Séahkostatiikan yhtédlon V x E = 0 sijasta on kdytettiava Faradayn lakia

0B
VxE=——. 9.10
5 (9.10)
Tehd&ddn samanlainen suorakulmainen silmukka kuin luvussa 3 ja integroi-
daan silmukan sulkeman pinnan yli:

/VxE-ndS:— 8—B-ndS. (9.11)
S s Ot

Sovelletaan Stokesin teoreemaa lausekkeen vasemmalle puolelle ja lasketaan
viivaintegraalit:
, , 0B
lE — lEoy + hiE1y + hoFEoy, — hlEln — h2E2n = — ; E -ndS, (9.12)
missd [ on silmukan pituus rajapinnan suunnassa, h; ja hg ovat silmukan
etiisyydet rajapinnasta kummankin véliaineen puolella ja Ej, ja EI, ot-
tavat huomioon, ettd normaalikomponentit saattavat poiketa toisistaan sil-
mukan eri péissd. Kun silmukan korkeus litistetdéan mitattoméaksi, havidvéit
sdhkokentdn normaalikomponentteja sisdltavit termit ja samoin yhtélon oi-
kea puoli, jos 0B /0t pysyy &dérellisend. Jiljelle jad sama jatkuvuusehto kuin
statiikassa:
By = Eoy . (9.13)
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Séhkovuon tiheyden normaalikomponentin reunaehto on monimutkai-
sempi, koska nyt pintavaraustiheys voi muuttua. Sekaannusten vélttdmiseksi
merkitddn johtavuutta o:lla ja pintavaraustiheytti og:1la. Yhtélosta V-D =
p saadaan pillerirasialla samannékoinen tulos kuin sdhkostatiikassa:

Dy, — Dy, = 05, (914)

misséd D, = D -n ja pinnan normaalivektori n osoittaa aineesta 1 aineeseen
2. Toisaalta varaustiheyden muutosta kontrolloi jatkuvuusyht&lo

dp
J=— A
\Y ETR (9.15)
josta seuraa analogisesti
Jdog
n— Jin = — . 1
Jon — Ji o (9.16)

Sovelletaan téatéa yksinkertaiseen aaltoliikkeeseen eli oletetaan séhkoken-
tian olevan muotoa E(t) = Ege~ ™! Tilléin voidaan korvata 9/0t — —iw.
Olettamalla lineaarinen viliaine ja kayttdmalld rakenneyhtiloitda D = €E ja
J = oE voidaan D,:n ja J,:n reunaehdot kirjoittaa yhtéloparina

eoFop — 1By, = 05
ooFo, —01F1, = iwog. (9.17)

Jos pintavaraustiheys hividé, on oltava €; /01 = €3/02, miki voidaan saada
aikaan valitsemalla sopivat viliaineet. Yleisesti o, ei hévid, joten se voi-
daan eliminoida yhtaloparista ja sidhkokentdn normaalikomponentille saa-

daan reunaehto
.0 N
(61 + 11> FEy, = (62 + 12> FEo,, . (9.18)
w w
Tarkasteltaessa H-vektorin tangentiaalikomponenttia taytyy huomioida

kentdnmuutosvirtas: 5D

Tangentiaalikomponentin reunehto 16ytyy jdlleen suorakulmaisesta silmu-
kasta. Silmukkaa kutistettaessa oletetaan D /dt:n pysyvén &dérellisend, jol-
loin jéljelle ja& magnetostatiikasta tuttu reunaehto

n X (H2 — Hl) = K, (920)

missd K on pintavirran tiheys ja pinnan normaalivektori n osoittaa alu-
eesta 1 alueeseen 2. Pintavirran tiheys on nolla, jos viliaineen johtavuus
on #érellinen. Siis ellei viliaineen johtavuus ole #dretén, magneettikentin
tangentiaalikomponentti on jatkuva.
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Tarkastellaan lopuksi tilannetta, jossa viliaineen 2 johtavuus on déreton.
Amperen ja Maxwellin laki viliaineelle 2 on

oD
VxHy=Jy+ 2. (9.21)
ot
Olettamalla harmoninen aikariippuvuus e =™ ja kiyttimaills rakenneyhtloi-
td saadaan )
E;=———VxH,. (9.22)
09 — 1WeEY

Jos V x Hjy on rajoitettu, niin ehto g9 — oo edellyttéd, ettd Eo = 0. Olet-
taen myos Hao:n aikariippuvuus harmoniseksi Faradayn laki ja lineaarinen
rakenneyhtélo B = pH antavat

1

w2

H; = V x Eq (9.23)
ja siten myos Hyo havida. Tama kaikki tarkoittaa sitd, ettd sdhkomagneetti-
nen aalto ei etene ddrettomén hyvédn johteeseen. Koska hyvienkin johteiden
johtavuudet ovat dérellisia, tulemme tarkastelemaan luvussa 10, kuinka aalto
vaimenee johteeseen edetessain.

9.4 Sihkomagneettinen energia ja liikkeméara

Periaatteessa koko elektrodynamiikka on nyt hallinnassa. Edelld on kuiten-
kin tullut eteen ongelmia liikemééréin ja lilkemadrdmomentin séilymislakien
kanssa (kuvat 5.2 ja 7.2). Samoin on varmaankin jasinyt epéselviksi, mille
oliolle esimerkiksi séhkostaattinen energia oikein kuuluu.

9.4.1 Poyntingin teoreema: energian siilyminen

Séhkomagneettisessa kentédsséd lilkkuvaan yksittédiseen varaukselliseen hiuk-
kaseen vaikuttaa Lorentzin voima F = g(E+v x B). Mekaniikassa on opittu,
ettd voima tekee tyota teholla F - v ja siten vain sdhkokenttd tekee tyota
hiukkaseen ja méaédrid hiukkasen mekaanisen energian muutosnopeuden

AWinek o
da

qv-E. (9.24)

Muita kuin sdhkomagneettisia voimia ei téssd yhteydessé oteta huomioon.
Yleistys jatkuvalle virran tiheydelle alueessa V' antaa hiukkassysteemin me-
kaanisen energian muutosnopeudeksi

AWinek :/ J-EdV. (9.25)
dt v
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Aletaan muokata pistetuloa J - E kiyttden Maxwellin yhtéloita véliaine-
muodossa. Ampéren ja Maxwellin laki antaa

JE:EVXH—Egg. (9.26)

Oikean puolen ensimmaéinen termi houkuttelee kdyttamédn tulon derivoi-
miskaavaa V- (E x H) = H-V x E — E -V x H, josta Faradayn lakia
kéyttiden tulee

V-(EXH)——H-%]?—E'VXH. (9.27)

Tahin mennessa on siis saatu

oD 0B

J-E=-V-(ExH) (B 5 +H 2. (9.28)

Oletetaan viliaine lineaariseksi ja ettd permittiivisyystensori on symmetri-
nen (niin on esimerkiksi isotrooppisen viiliaineen tapauksessa). Télloin

1 1
JUE:—V(ExHyiggD-E+§BIﬂ. (9.29)

Statiikassa opitun perusteella on luonnollista tulkita, etté jalkimmaéaisen sul-
kulausekkeen sisélld on sdhkomagneettisen kentdn energiatiheys:

1 1
wemziD-E+§B-H. (9.30)
Kun vield méaéritellaan Poyntingin vektori:

S=ExH, (9.31)

saadaan Poyntingin teoreema differentiaalimuodossa jatkuvuusyhtéloni

Owem
ot

+V.S=-J E. (9.32)

Poyntingin teoreemaa voi verrata varauksen jatkuvuusyhtaloon
Op/ot+V-J =0,

joka seuraa varauksen sédilymislaista. Poyntingin teoreema on siis hiukkasten
ja kentdn muodostaman systeemin energian sdilymislaki. Sihkémagneettista
kenttdd voidaan siis pitdd itsendisend fysikaalisena oliona. Témé tulkinta
vahvistuu muiden s#ilymislakien yhteydesséd. Termi J - E liittyy tarkastelta-
van systeemin hiukkasten mekaanisen energian muutokseen ja ilmaisee sen,
ettd kentté ja hiukkaset voivat vaihtaa energiaa kesken#én.
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Integroimalla jatkuvuusyht&ld alueen V' yli ja kidyttdmaélla divergenssi-
teoreemaa saadaan Poyntingin teoreema jonkin verran havainnollisempaan
integraalimuotoon (merkitdin tédssid luvussa pintaelementtia da, ettei tule
sekaannuksia Poyntigin vektorin kanssa):

d
—/wem—i—j{ S-nda:—/J-EdV (9.33)
dt Jv 1% 1%
eli
d
— (Whek + Wem) = — S -nda. (9.34)
dt 1%

Tamén perusteella voidaan kvalitatiivisesti ajatella, ettd Poyntingin vekto-
ri “kuljettaa energiaa” (SI-yksikké on Jm~2s7! eli energiavuon yksikkd).
Téllainen tulkinta johtaa kuitenkin erikoiselta vaikuttaviin tilanteisiin yk-
sinkertaisissakin esimerkeissd, kuten tasavirtajohtimessa. Varattaessa puo-
lestaan levykondensaattoria siithen yhdistetylla johtimella, varaukset tulevat
kondensaattoriin johdinta pitkin, mutta Poyntingin vektori osoittaa kon-
densaattorin sisédédn sivusuunnasta, joten energia kondensaattoriin nayttia
tulevan jostakin systeemin ulkopuolelta.

Ei ole itsestéin selviid, ettd Poyntingin vektorin “oikea” lauseke on (9.31).
Poyntingin teoreeman differentiaalimuodon perusteella vektoriin S voitaisiin
lisété roottorikenttd. Monimutkaisempiakin muunnelmia on olemassa, mut-
ta silloin my6s energiatiheyden lauseketta on muutettava. Oleellista on, ettd
energian sdilymislain muoto ei muutu. Pohjimmiltaan néissd pohdinnoissa
on kyse siité, ettei sihkomagneettisen kentén energiaa voi paikallistaa.

9.4.2 Maxwellin jannitystensori

Palataan kuvan 5.2 tilanteeseen: Rikkooko elektrodynamiikka liikemé&aréan
sdilymislakia? Vastaus on toki kielteinen. Ratkaisu on siiné, ettd sahkomag-
neettisella kentélléd itsellidn on energian lisdksi litkemddrdd. Sailyva suure
on hiukkasten ja kenttien yhteenlaskettu liikem&a#ra.

Oletetaan viliaine tyhjion kaltaiseksi. Kaikkien tilavuudessa V' olevien
hiukkasten liikemé&édrien summa p,,er noudattaa Newtonin toista lakia

_ dpmek _

F
dt

/ (pE+3J x B)dV, (9.35)
1%
joten voimatiheys on

f=pE+J xB. (9.36)

Téamé lauseke on voimassa myds tilavuudessa, jossa p = 0 eli positiivisia ja
negatiivisia varauksia on jokaisessa tilavuuselementissé yhtd monta, mutta
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tilavuudessa kulkee sihkovirtaa eli J # 0. Eliminoidaan p ja J Maxwellin
yhtéloiden avulla, jolloin

1 E
f=€(V-EE+ (V x B — 608> x B. (9.37)
o ot
Nyt
OE 0
EXB—Q(EXB)—FEX(VXE), (9.38)
missé viimeisessa termisséd on kidytetty Faradayn lakia. Voimatiheys on siten
1 0
f=e[(V-EJE-Ex (VxE)]— IT[B x (VxB)]— 60@(]3 xB). (9.39)
0

Lauseke saadaan symmetrisemmaéksi lisidmélla termi (V - B)B/pg, joka on
aina nolla. Kenttien roottorilausekkeet voi kirjoittaa auki kaavalla

Ex (VxE)= %V(EQ) —(E-V)E (9.40)

ja samoin B:lle. Néin voimatiheys saadaan muotoon

1
f = olV-E)E+(B-V)E/+_[(V-B)B+(B-V)B
0
1 1 0
- = E? B2>— —(E x B). A1
5 (0 +ooB) g, (B xB) (9.41)
Tamé siistiytyy méaarittelemalla Maxwellin jinnitystensori T, jonka kom-
ponentit ovat

1 1 1
Tij =€ (EiEj — 2(5,‘]‘E2> + % (BiBj — 251']‘BQ> , (9,42)

eli laskemalla yhteen aiemmin erikseen maééritellyt staattisten sdhko- ja
magneettikenttien jinnitystensorit. Tensorin 7 divergenssi on vektori, jonka
komponentit ovat

(V-T); = e {(V-E)Ej%—(E'V)Ej—;VjEQ}

1 1

+ [(V-B)Bj +(B-V)B; — 2vj32} . (9.43)
0

Naméa ovat Poyntingin vektorin aikaderivaattaa vaille voimatiheyden kom-

ponentit, joten
0S
f=V- T — €QUO =7 - (944)
ot
Integroidaan tdmaé tilavuuden V yli ja kirjoitetaan jdnnitystensorista riip-
puva osa pintaintegraaliksi. T&ll6in kokonaisvoima on

d
F = T-ndafeouo—/ Sdv. (9.45)
oV dt Jv
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Staattisessa tilanteessa sdhkomagneettinen kokonaisvoima méaédraytyy jan-
nitystensorista pelkéstdin tarkasteltavan alueen reunalla. Siis 7 laskettuna
alueen reunalla jotenkin siséltédd voimien kannalta olennaisen tiedon kentista
koko alueessa. Voimien laskeminen kéyttden hyvéksi tensoreita ei rajoitu
elektrodynamiikkaan. Klassisesta mekaniikasta muistetaan pyoriviin kappa-
leisiin vaikuttavien voimien késittely hitaustensorin avulla, yleinen suhteel-
lisuusteoria formuloidaan Einsteinin tensorin avulla jne.

9.4.3 Liikeméiran ja liikkeméddramomentin sdilyminen

Palataan sitten liikemé&dran sédilymiseen. Newtonin toisen lain mukaan hiuk-
kaseen vaikuttava voima on yhté suuri kuin sen liikemééran aikaderivaatta:

dpmek
F=——. 9.46
o (9.46)
Toisaalta g d
Pmek . . a
= WT nda 6Q,u[)dt/VSdV. (9.47)

Tamén voi tulkita samaan tapaan kuin Poyntingin teoreeman. Oikean puo-
len ensimmaéinen termi kertoo liikemé&érian virtauksen aikayksikdssé pinnan
JV lidpi ja jialkimméinen termi puolestaan kenttiin kertyneen liikem#arin
muutoksen. Siis séhkdmagneettisen kentdn litckemddrd on

Pem = 6OMO/ Sdv . (948)
14

Yhteenlasketun sihkomagneettisen ja mekaanisen litkeméérin muutos vas-
taa tarkastelualueeseen kenttien mukanaan tuomaa litkem&aras.

Olkoon Py, mekaaninen litkemédritiheys. Madritellddan vastaavasti sdh-
komagneettisen kentédn liskemddrdtiheys

Pem = 6OMOS . (949)

Télloin liitkemé#aran sdilyminen voidaan ilmaista differentiaalimuodossa

0 ,. .

a(pmek + pem) =V.-T. (9.50)
Todetaan vield lopuksi, ettéd sihkomagneettisella kentélld on myGs lii-

kemddrdamomenttia eli impulssimomenttia. Sen tiheys mééritellain

A~

Lem =TI X f)em = €guor X S. (951)

Myo6s kokonaisliikemédrdamomentin tiheys on siilyva suure. Téassé piileekin
ratkaisu aiemmin kuvassa 7.2 esitettyyn ongelmaan. Levy todellakin alkaa
pyoria sihkomagneettisen liikemédramomentin muuntuessa mekaaniseksi lii-
kemé&dramomentiksi.
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9.5 Aaltoyhtalo ja kenttien ldhteet

Kuten jo aiemmin todettiin, Hertz osoitti siirrosvirran olemassaolon tutki-
malla séhkomagneettisen aaltoliikkeen ominaisuuksia. Juuri siirrosvirta mah-
dollistaa aaltojen etenemisen tyhjiossé, joskaan 1800-luvun lopulla sitd ei
vieléd oikein ymmaérretty. Maxwell itse oli viehéttynyt mekaanisiin analogioi-
hin ja aina suhteellisuusteorian alkuvuosiin asti sihkémagneettista séteilyé
pyritiin tulkitsemaan aaltoliikkeend hypoteettisessa viliaineessa, jota kut-
suttiin eetteriksi.

9.5.1 Aaltoyhtéls tyhjiossa

Tarkastellaan tilannetta ensiksi tyhjiossid (p = 0, J = 0). Ottamalla roottori
Amperen ja Maxwellin laista saadaan
d(V x E) 0°B
S/ - 9.52
8t €00 8t2 P ( )
josta kirjoittamalla vasemman puolen roottorit auki ja kayttdmé&lld mag-
neettikentéan lihteettomyyttd saadaan aaltoyhtélo

0°B
ot?
Ottamalla puolestaan roottori Faradayn laista ja huomioimalla, ettéd sihko-
kentélldkain ei ole tyhjiossa lahteitd, saadaan sihkokentélle sama yhtélo

O’E
VQE - EOMOW =0. (954)

Téllainen aalto etenee nopeudella ¢ = 1/, /éopig eli valonnopeudella.

VXVXBZEQMQ

V2B — eopio =0. (9.53)

9.5.2 Potentiaaliesitys

Lahdetaén sitten etsiméén ratkaisua Maxwellin yhtéloille, kun kenttien 1dh-
teet p ja J oletetaan tunnetuiksi. Rajoitutaan tyhjionkaltaiseen véliainee-
seen (€, po), josta siirtyminen lineaariseen véliaineeseen on suoraviivaista.
Tehokkainta on kéayttda skalaari- ja vektoripotentiaaleja ¢ ja A. Yhtalosta
V - B = 0 seuraa, ettd magneettivuon tiheys voidaan esittdd muodossa B =
V x A. Sijoittamalla timé Faradayn lakiin saadaan

V><E+§tV><A:0. (9.55)

Fysikaalisen siisteille kentille aika- ja paikkaderivaattojen jérjestyksen voi
vaihtaa, joten

0A
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eli voidaan kirjoittaa E 4+ 0A /0t = —V . Séhkokenttéd on siis muotoa

E=-Vp— — 9.57

Y= (9.57)
eli sahkostaattisen potentiaalin lisdksi Faradayn laki tuo sdhkokenttdén vek-
toripotentiaalin aikamuutoksesta johtuvan osuuden.

Niin kenttien kuusi komponenttia on ilmaistu neljin muuttujan (@, A)
avulla. Tédhén on tarvittu nelja Maxwellin yhtdléiden kahdeksasta skalaari-
komponentista, joten jéljelld on nelja yhtélod neljin tuntemattoman ratkai-
semiseen. Coulombin sekd Ampeéren ja Maxwellin lait saadaan muotoon

IV-A
VZSD + (875) = —p/€0 (958)
1 0’°A 10
VQA—CZW—V(V.AJFCQ(;) = —pod . (9.59)

Paéllisin puolin yhtéloryhmé ndyttad pahemmalta kuin alkuperdiset Maxwel-
lin yht&lot, mutta sille 16ytyy kétevid ratkaisumenetelmié.

Koska kentdt B ja E muodostuvat potentiaalien derivaatoista, voidaan
potentiaaleihin lisdté sellaisia tekijoitd, jotka katoavat derivoitaessa. On
helppo ndhdé, ettd seuraava muunnos ei vaikuta kenttiin:

A - A=A+VVU (9.60)
p = P=p-0V/ot. (9.61)

Naitd mittamuunnoksia kéasitelldadn tarkemmin kappaleessa 9.6. Yksi tapa
siilyttis alkupersiset kentdt on kiyttiada Lorenzin mittaehtoa

10y

A4 T . .62
\Y +c28t 0 (9.62)

Jaljelld olevat yhtilot yksinkertaistuvat epdhomogeenisiksi aaltoyhtdloiksi
1 02
2 _
<V -2 (%2) o = —p/eo (9.63)

5, 102

'Kyseessi on todellakin Lorenzin mitta eiké Lorentzin mitta. Ludvig V. Lorenz (1829
1891) oli tanskalainen ja Hendrik A. Lorentz (1853-1928) hollantilainen fyysikko. Lorenz
kaytti mittachtoa aaltoyhtdlon ratkaisemiseen jo vuonna 1867. Ilmeisen virheellinen muoto
“Lorentzin mitta” esiintyy ldhes kaikissa elektrodynamiikan oppikirjoissa eikd suurin osa
fyysikoista ole edes kuullut koko sekaannuksesta. Kuriositeettina mainittakoon, etti fysii-
kassa tunnetaan myos Lorenzin ja Lorentzin yhtdld. Se on itse asiassa luvussa 3 esitetyn
Clausiuksen ja Mossottin yhtélén (3.51) toinen nimi.
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9.5.3 Viivistyneet potentiaalit

Edellé 16ydettiin siis nelja karteesisissa koordinaateissa toisistaan riippuma-
tonta matemaattisesti samanmuotoista skalaariyhtdlod, joten riittda tarkas-
tella yhtalod :lle. Staattisessa tapauksessa kyseessé olisi Poissonin yht#lo,
jonka ratkaisuja ovat Laplacen yhtdlon yleiset ratkaisut seké jokin Poissonin
yhtélon erikoisratkaisu.

Ratkaistaan aaltoyhtélo ensin yhdelle varaukselle, joka on sijoitettu ori-
goon. Téll6in homogeeninen aaltoyht&lo

1 02
<v2 - 626t2> =0 (9.65)

pétee kaikkialla muualla kuin origossa. Pallosymmetrian vuoksi ¢ = ¢(r) ja
homogeeninen aaltoyhtélo voidaan kirjoittaa pallokoordinaatistossa

(ro)  19%(ry)

=0. 9.66
orz 2 ot ( )

Talla on tutut +r-suuntiin eteneviat ratkaisut
re = f(r—ct)+g(r+ct). (9.67)

Naistd f(r — ct) etenee poispéin varauksesta ja g(r + ct) kohti varausta.
Koska halutaan ymmértaa varauksen vaikutus ympéristoonsé, tarkastellaan
ratkaisua f.

On siis 16ydetty homogeeniselle aaltoyhtélolle pallosymmetrinen ratkaisu

_ flr—ct)

r

(9.68)

ja nyt on méairitettava funktio f. Staattisessa tapauksessa potentiaali on

q
= 9.69
v 4dmegr ( )

ja nyt ilmeisesti ¢ = ¢(t). Kirjoitetaan f ajan funktiona f(t — r/c), missi
vakio —c sisiltyy médrattavaian funktioon itseensd. Hetkelld ¢ — r/c pétee

q(t —r/c)

ft=r/c)= PP (9.70)

ja yksittaisen varauksen epahomogeenisella aaltoyhtélolla on ratkaisu

alt=rje). (9.71)

t) =
(r:t) 4degr

Integroimalla kaikkien varausten yli saadaan

1 It/ t— R
o(r,t) = oL, /pr r=rVe) gy 979
47reo

4reg ]r—r’] |r — 1|
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missé on siis otettu kayttoon viivdstynyt aika:
t'=t—|r—1'|/c. (9.73)

Potentiaalia ¢ kutsutaan viivdstyneeksi skalaaripotentiaaliksi, koska se huo-
mioi ajan, joka kuluu kustakin pisteestd tarkastelupisteeseen nopeudella c
eteneviltd signaalilta.

HT: Tarkka lukija lienee ihmetellyt ajasta riippuvaa pistevarausta, koska
varauksenhan pitdisi sdilya. Milld tavalla tédstd ndenndisestéd ristiriidasta sel-
vitdan helpoimmin?

Koska jalleen samoilla yht#loilla on samat ratkaisut, osataan vélittoméasti
kirjoittaa myo6s viivdstynyt vektoripotentiaali:

po [ JILt) Mo/ It —fr—r'|/c) 0
A(r,t) = — dV' = — av’. .74
(r:1) 47r/v Ir — /| v A Jv v — /| v (9-74)

Séhko- ja magneettikentét saadaan néistd derivoimalla. Olemme siis ratkais-
seet Maxwellin yht&lot annetuille varaus- ja virtajakautumille. Kaytdnnossa
derivaattojen laskeminen on usein tyolasté. Sitd kannattaa kokeilla sijoitta-
malla potentiaalien integraalilausekkeet takaisin aaltoyhtédloon.

Suppeammassa suhteellisuusteoriassa vektori- ja skalaaripotentiaalien aal-
toyhtélot kootaan nelipotentiaalin A% = (¢ /c, A) aaltoyhtiloksi

1 62 @ e
<V2 - CQat2> A% = —poj®, (9.75)

missd nelivirran j¢ komponentit ovat (cp, J). Osoittautuu, ettd Maxwellin
yhtilst ovat Lorentz-kovariantteja? eli valmiiksi yhteensopivia suhteellisuus-
teorian kanssa.

9.5.4 Aaltoyhtilon Greenin funktio?

Ratkaistaan aaltoyht&lo vield malliksi kdyttdmélla kappaleessa 2.10 esitet-
tyjd Greenin funktioita. Sekd A:n etté ¢:n aaltoyhtdlot ovat muotoa

82
Vi — clga—t;/’ = —4nf(r,t), (9.76)

2Mitta on siis Lorenzin, mutta suhteellisuusteorian koordinaatistomuunnokset ovat
periisin Lorentzilta.

3Tamé luku kuuluu kurssivaatimukset ylittavaan yleissivistykseen. Perusidea on kui-
tenkin syytd ymmaértid, koska menetelmés kiytetddn myohemmin laskettaessa litkkuvan
varauksen kenttia.
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missé f(r,¢) on tunnettu lahdetermi. Tehd&én seké v:lle etté f:lle Fourier-
muunnos ajan suhteen:

vt = 5 [wewe s S = o [ frwe e ©0.1)

Sijoittamalla ndm# aaltoyhtdloon ja merkitsemélld k = w/c saadaan Fourier-
komponenteille epdhomogeeninen Helmholtzin aaltoyhtdlo

(V2 + ) (r,w) = —4n f(r,w). (9.78)

Tapauksessa k = 0 tdmé palautuu Poissonin yhtéloksi. Helmholtzin yhtéalon
Greenin funktion tédytyy toteuttaa yhtilo

(V2 + E)Gy(r;r) = —4m d(r — 1) . (9.79)

Epidhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on silloin

Y(r,w) = /Gk(r,r’,w)f(r’,w) av’, (9.80)

johon voidaan lisdtd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja.

Koska aaltoyhtélod ratkotaan kdytdnnossd heijastavien reunojen, aal-
toputkien jne. yhteydessd, Greenin funktion muoto riippuu ongelman reu-
nachdoista (vrt. pallo kappaleessa 2.10). Reunattomassa avaruudessa G on
pallosymmetrinen ja riippuu ainoastaan tarkastelupisteen ja ldhdepisteen
etdisyydestd R = |r — r/|, joten pallokoordinaateissa

10 (RQaGk)_ 1 02

V3G, = RGy). (9.81)

wor\"" or ) = rom!

Koska R on ainoa muuttuja, voidaan kéyttédéd kokonaisderivaattaa:
L
R dR?

Muualla kuin pisteessd R = 0 tdmé& yksinkertaistuu yhtaloksi

RGy) + kGl = —4né(r — 1) . (9.82)

d2
d—RQ(R Gy) +k*(RGy) =0, (9.83)
jonka ratkaisut ovat ‘ A
RGj = Ae*l 4 Be kR (9.84)

Rajalla R — 0 pitee kR < 1 ja (9.82) palautuu Poissonin yhtéloksi, jon-
ka ratkaisu kdyttdytyy kuten 1/R. Tdméi antaa sidosehdon A + B = 1 ja
Greenin funktio on muotoa

Gr(R) = AG{(R) + BG (R) (9.85)
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missé GkjE = eTkR /R Niist GZ kuvaa origosta poispéin etenevié palloaal-
toa ja G origoon tulevaa palloaaltoa. A ja B méa#rdytyvit reunaehdoista
ajan suhteen. Jos ldhde on hiljaa hetkeen ¢ = 0 asti ja alkaa sitten vaikuttaa,
ulospéin etenevé ratkaisu A G; on fysikaalisesti mielekés valinta.

HT: Mieti, milloin puolestaan B G, on parempi valinta.

Ajasta riippuva Greenin funktio toteuttaa yhtélon

2
<V2 — ;;) GE(r,t;x' ') = —4nd(r —v')o(t — t'). (9.86)

Koska -
1 o
St —t) = 5 / dw et =it (9.87)

voidaan lihdetermi yht#lossd (9.79) kirjoittaa muodossa —47wd(r —r/)e™? ja

1 T etikR
GH(R,7) = o =

—0o0

e T dw, (9.88)

missi, 7 = t — t/. Adrettémin avaruuden Greenin funktio riippuu siis vain
lihteen ja havaitsijan viilisestd etiisyydestd R ja aikaerosta ¢ — t'. Koska
k = w/c, voidaan w-integraali laskea ja lopputulos on

GE(r,t;1, ) = St —[tF v —1'|/d]). (9.89)

v — /|

Nyt Gt on viidstynyt ja G~ edistynyt Greenin funktio.

Epédhomogeenisen aaltoyhtélon ratkaisu on siis

W (r 1) = / / GE(r, 0, ) f (2, ) dV'dt (9.90)

johon voi lisétd homogeenisen aaltoyhtélon ratkaisuja. Viivistyneelle Gree-
nin funktiolle ratkaisu on tietenkin sama kuin edelld suoremmalla laskul-
la 16ytynyt ratkaisu. Téssé esitetty menetelmé on kuitenkin yleisempi ja
kayttokelpoisempi tarkasteltaessa monimutkaisempia olosuhteita kuin yk-
sinkertaista ldhdettd reunattomassa avaruudessa.

9.6 Mittainvarianssi

Aaltoyhtélon ratkaisu helpottui valitsemalla sopiva mitta. Tamén teki mah-
dolliseksi Maxwellin yhtéloiden térked ominaisuus: mittainvarianssi. Kent-
tien potentiaaleja voidaan muuttaa tietylla yleiselld tavalla ilman, ettd kentét
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itse muuttuvat. Elektrodynamiikan mittamuunnokset ovat muotoa

A > A=A+VU (9.91)
o = ¢ =p—0V/ot. (9.92)

Funktiota ¥ kutsutaan mittafunktioksi ja se voidaan valita usealla eri
tavalla. Yksi néistd on edelld kdytetty Lorenzin mittaehto
1oy

V- A+ =22 =0. 9.93
2 ot ( )

Té&ll6in mittafunktion ¥ on toteutettava aaltoyhtélo

) 1 0%°¥ 1 9y

V\D—c?@t?__v'A_c?@t' (9.94)
Jos siis potentiaalit A ja ¢ eivit toteuttaisi Lorenzin mittaehtoa, niin uudet
potentiaalit A’ ja ¢’ toteuttavat sen, jos ¥ voidaan ratkaista aaltoyhtilosti.
Lorenzin mittaehdon toteuttava funktio ¥ on aina olemassa, mutta se ei
ole yksikésitteinen. Mitan etu on, ettd yhtdloiden Lorentz-kovarianssi ndkyy
eksplisiittisesti ja tulokset on suoraviivaista siirtéé koordinaatistosta toiseen.
Kaytdannon laskut voivat kuitenkin olla hyvin monimutkaisia.

Useissa tapauksissa laskennallisesti yksinkertaisempi vaihtoehto on Cou-
lombin mitta, jonka mittachto on

V-A'=0. (9.95)
Vektoripotentiaali saadaan muunnoksella
VU =_-V-A, (9.96)

joka madrittad mittafunktion additiivista vakiota vaille yksikésitteisesti, jos
A — 0ja ¢ — 0, kun 7 — oco. Coulombin mitassa skalaaripotentiaali rat-
kaistaan yht#losta (9.58):

1 p(r',t) o
o(r,t) = Treo /V Py av’. (9.97)

Aika ei ole viivistetty, vaan skalaaripotentiaali ma#raytyy samanaikaises-
ta varausjakautumasta kaikkialla, joten Coulombin mitta ei ole Lorentz-
kovariantti. Tamén mitan avulla annetut potentiaalit antavat kuitenkin oi-
keat Maxwellin yhtélot, joten téstd ei seuraa ristiriitaa kenttien E ja B
osalta. Koordinaatistomuunnosten kanssa on kuitenkin oltava tarkkana.

Coulombin mitassa vektoripotentiaali toteuttaa aaltoyhtdlon

V2A — i@ = lv&p

TaE = Vg Hod (9.98)
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Oikean puolen ensimmaéinen termi on pydrteetén eli sen roottori on nolla.
Helmholtzin teoreeman mukaan vektorikenttd F voidaan jakaa pyorteettomésan
ja ldhteettomiin (divergenssittoméin) osaan:

F=F+F,; VxF;=0; V-F, =0,

missé [ viittaa pitkittidiseen (longitudinaaliseen, pyorteettoméén) ja ¢t poi-
kittaiseen (transversaaliseen, ldhteettoméén) osuuteen. Kéyttamalla virran
jatkuvuusyhtilod aaltoyhtélo saadaan muotoon (ks. esim. Jackson)

v2A L A _ J (9.99)

2 Ht2 = —HoJt - .

Koska vektoripotentiaali méaardytyy vain virran poikittaisesta komponentis-
ta, Coulombin mittaa kutsutaan usein poikittaismitaksi. Se tunnetaan myos
nimelld séteilymitta, koska sihkomagneettiset séteilykentét saadaan laske-
tuksi viivistyneestd vektoripotentiaalista

po [ It e )/
Alr,f) = E/ p— v’ (9.100)

miké on olennaisesti helpompaa kuin séiteilykenttien laskeminen Lorenzin
mitassa. Coulombin mitta erottelee annetussa koordinaatistossa siahkokentan
staattiseen (s) ja induktiiviseen (i) osaan

E,=—Vg; E; = —0A/0t. (9.101)

Klassinen elektrodynamiikka on ensimmaéinen esimerkki mittainvarian-
teista fysiikan perusteorioista. Mittakentédn késitteestd on tullut erittéin
keskeinen fysiikan perusteorioissa kuten kvanttielektrodynamiikassa, sahko-
heikon vuorovaikutuksen teoriassa, kvanttikromodynamiikassa ja néitd yh-
distévissd yhtendiskenttéteorioissa.



