Luku 7

Sihkomagneettinen induktio

Toistaiseksi on tarkasteltu vain ajasta riippumattomia kenttid. Ne voi mai-
niosti kuvitella kenttédviivojen avulla, joten emme ole torménneet mihinkéén,
miké puolustaisi Feynmanilta kurssin alussa lainattua toteamusta sdhko-
magneettisen kentén kuvittelemisen vaikeudesta. Téssé luvussa alamme tu-
tustua ajasta riippuviin kenttiin ja siirrymme alueelle, jossa mielikuvitus
joutuu paljon kovemmalle koetukselle.

7.1 Faradayn laki

Sahkostaattiselle kentélle pitee ¢, E - dl = 0. Mikili kenttd ei ole staat-
tinen ja siten integraali ei ole nolla, silmukkaan C' sanotaan indusoituvan
sihkomotorisen voiman (smv):

5:£EdL (7.1)

Tissd E'(r) on kentté silmukka-alkion dl(r) kohdalla. Havaintojen mukaan
smv vastaa silmukan ldpédisevin magneettivuon muutosta:

o d
_ 4 4 lg s, 2
£=-% ﬁL n ds (7.2)

Tamé on Faradayn induktiolaki. Se ei riipu mitenk&én siitd, kuinka mag-
neettivuon tiheys itsessddn muuttuu. Lain olemassaolo ei myo6skédn riipu
fysikaalisen silmukan olemassaolosta, vaan pétee annettua reittid C pitkin
lasketulle integraalille. Faradayn laki on kokeellinen luonnonlaki, joka ei voi
johtaa muista luonnonlaeista.

Séhkomotorisen voiman yksikk6 on sama kuin potentiaalieron eli voltti.
Séhkoémotorinen voima ei kuitenkaan ole mink#édn kahden pisteen vilinen
jénnite, koska se lasketaan aina suljetun silmukan yli!
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08 LUKU 7. SAHKOMAGNEETTINEN INDUKTIO

Jos tarkastellaan liikkuvia silmukoita ja mahdollisesti liikkeen mukana
muuttuvia silmukoita, on oltava huolellinen. Faradayn lain integraalimuo-
dossa olevan kokonaisaikaderivaatan on otettava huomioon ndmé muutok-
set. On térkedd huomata, ettd E'(r) on sidhkokenttd alkion dl(r) kohdalla
koordinaatistossa, jossa dl on levossa. Jos nimittéin silmukka olisi todellinen
virtapiiri, niin nimenomaan kentts E’ aiheuttaisi siini virran.

Oletetaan seuraavassa aluksi, ettd Faradayn laissa olisi kokeellisesti mé&a-
ritettdva verrannollisuuskerroin k siten, etté

d
j{E’-dl:—kz—/B-ndS. (7.3)
c dt Js

Vedotaan lisdksi klassiseen Galilei-invarianssiin eli siithen, etté toistensa suh-
teen vakionopeudella v liikkuvissa koordinaatistoissa K ja K’ fysiikan lait
ovat samat muunnoksessa r' =r + vt,t' = t.

Vuo silmukan ldpi voi johtua eksplisiittisesté aikariippuvuudesta (0/0t)
tai muutoksesta litkkeen vuoksi (v-V) eli d/dt = 0/0t+v-V. Nyt on helppo
harjoitustehtédva osoittaa, etté

d 0B
— [ B-ndS=| — -ndS B -dl. 7.4
dt /g n /g or Mt fb *v (74)
Té&lloin Faradayn laki saa muodon
B
f(E'—k(va)).dlz—k/a.nds. (7.5)
c g Ot

Téamé voidaan tulkita toisinkin. Tilannetta sivusta tarkastelevan levossa ole-
van havaitsijan voi ajatella katsovan paikallaan olevaa silmukkaa C. Fara-
dayn laki sovellettuna téllaiseen kiinteddn silmukkaan on

%Edl:—k/aB-ndS, (7.6)
c s Ot

missd E on kyseisen havaitsijan nikemé kenttd. Galilei-invarianssin perus-
teella on oltava E' = E + k(v x B).

Tarkastellaan sitten todellisessa johtimessa liikkuvaa virtaa kuljettavaa
elektronia. Silmukan C mukana liikkuvan koordinaatiston suhteen johdin-
elektronit ovat kidytdnnossé levossa (tésséd kannattaa ajatella tavanomaista
metallijohdinta ja siind kulkevaa sihkovirtaa). Elektroneihin vaikuttavassa
Lorentzin voimassa on siis vain sihkoéinen osuus ¢E’. Ulkopuolisen havaitsi-
jan mielestd Lorentzin voima on ¢(E + v x B), joten on oltava k = 1.

Nyt Faradayn laki saadaan helposti differentiaalimuotoon. Oletetaan,
etté silmukka C on levossa valitussa koordinaatistossa. T#ll6in myds kentiéit
B ja E on mééritelty samassa koordinaatistossa. Stokesin kaavan avulla

saadaan 5B
/VXE'ndS:— —-ndS. (7.7)
s s Ot
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Koska silmukka on muuten mielivaltainen, niin on oltava

OB
VxE=-"2", (7.8)

joka on Maxwellin kolmas yhtélo.

Huom. Tarkasteltaessa liikkkuvaa silmukkaa oletettiin implisiittisesti, etté
B’ = B. Tdmi on totta kertalukuun (v/c)? asti. Kenttien relativistisiin
muunnoskaavoihin perehdytééin luvussa 14. Faradayn laki ei kuitenkaan ole
approksimaatio, vaan fysiikka on samaa kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa,
joita yhdistéd Lorentzin muunnos.

Faradayn laissa oleva miinusmerkki ilmaisee Lenzin lain: “Induktiovir-
ta vastustaa muutosta, joka sen aiheuttaa”. Induktiovirta kuluttaa energi-
aa. Tamé energia on saatava systeemilté, joka aiheuttaa induktion. Tamé
merkitsee, ettd induktion aiheuttajan on tehtédva tyotd induktiovirran vas-
tavaikutuksen voittamiseksi. Lenzin laki on usein kdteva tapa méarittas in-
dusoituvan virran suunta, joka saattaa olla vaikea johtaa aikaderivaatan ja
roottorin sisdltdvéasti abstraktin nikoisestd Faradayn laista.

Faradayn lain avulla voidaan ymmértis esimerkiksi betatronin toiminta.
Vain sdhkokentta voi tehdd tyotd varaukselliseen hiukkaseen. Betatronissa
muuttuva magneettikenttd indusoi hiukkasia kiihdyttavéin sihkokentén.

Esimerkki. Liikkuva johdin magneettikentéissa

Tarkastellaan yksinkertaisena, mutta toivottavasti ajatuksia herdttavana esi-
merkkind magneettikentéissé liikkkuvaa johdetankoa (kuva 7.1). Oletetaan,
ettd johdetanko ab (pituus !) liikkkuu vakionopeudella v pitkin johdinkis-
koja ja saapuu alueeseen z > xg, jossa on vakiomagneettikenttd B koh-
tisuorassa silmukan tasoa vastaan. Asetetaan vilille cd suuriresistanssinen
jannitemittari, joten silmukan abcda ollessa kokonaan magneettikentén ul-
kopuolella siiné ei kulje virtaa.

Kentéssd olevan johdetangon vapaisiin varauksiin vaikuttaa Lorentzin
voima
F=¢gE+vxB). (7.9)

Voiman magneettinen osa ajaa positiivisia ja negatiivisia varauksia tangon
eri padihin. Tdmé& aiheuttaa sdhkokentén, joka pyrkii vastustamaan varaus-
separaatiota ja syntyy tasapainotilanne, jossa sdhkokenttd suuntautuu pis-
teestd a kohti pistettd b ja kentdn suuruus on EF = vB. Tangon péiden a ja
b valilla on jadnnite

b
Vab:gpa7¢b:/E~dl:El:Blv. (7.10)
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Kuva 7.1: Magneettikenttédén saapuva kiskoilla liikkuva johdintanko. Huo-
maa positiivisten suuntien valinnat.

T&amé on siis liikkeen indusoima potentiaaliero. Sitd kutsutaan joskus myos
liikkkeen indusoimaksi smv:ksi, mitd se ei tarkkaan ottaen oikeastaan ole,
koska smv mééritellain integraalina suljettua lenkkia pitkin.

Potentiaalieron laskemiseksi ei tarvittu induktiolakia ollenkaan, vaan
mikrofysikaalinen tarkastelu riitti. Toisaalta voidaan laskea magneettivuo
silmukan abcda 1dpi, kun johdetanko kulkee magneettikentésséd. Valitsemal-
la integroimispinnan eli silmukan tason normaalivektori magneettikentén
suuntaiseksi saadaan vuon muutosnopeudeksi

dd dA dzx
=B =Bl-~ =B A1
di o~ Bl = Bl (7.11)

joten Faradayn lain mukaan piiriin indusoituu smv

dd
—— = —Blv. 7.12
o (7.12)
Merkki kertoo, ettd sihkomotorinen voima vaikuttaa kuvaan merkittyé posi-
tiivista kiertosuuntaa vastaan. Jos virtapiiri oikosuljettaisiin jainnitemittarin
kohdalta, niin induktiovirta kulkisi myotépéivaan. Induktiovirta pyrkii siis
pienentaméin magneettivuon muutosta silmukan 1&pi.

Ajatellaan sitten, ettd nelivsilmukka (sivu ) saapuu magneettikenttédin
nopeudella v. Oikosuljetaan piiri, jolloin virta voi kulkea siin&. Silmukan
tullessa magneettikenttddn vuon muutos on vakio (—Blv), ja piiriin syn-
tyvan myotdpaiviain kulkevan induktiovirran suuruus on Blv/R (R on pii-
rin resistanssi). Kun silmukka on kokonaan magneettikentén sisilld, vuo ei
endd muutu ja virta lakkaa kulkemasta (itseinduktion takia virran kulku ei
kéytdnnossd lopu aivan heti). Kannattaa huomata, ettd induktioilmit voi-
taisiin tédssékin tapauksessa selittdéd Lorentzin voiman avulla.
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Silmukan tullessa kenttdin sivuun ab kohdistuu nopeudelle vastakkais-
suuntainen voima F suuruudeltaan BlI, joten silmukan kiskomiseen tarvit-
tava teho on F'v = Bllv. Tami on tdsmilleen yhté suuri kuin virtasilmukan
ohmiset tehohéviot.

Oletetaan nyt, ettd nelisilmukka on kokonaan alueessa = > x¢ eika lii-
ku. Muutetaan magneettikenttéé silmukan kohdalla ajan funktiona: B(t) =
But/l. Tillsin magneettivuo silmukan ldpi on ®(¢t) = Bwolt, jolloin vuon
muutos on sama kuin edelld liikkuvan tangon tapauksessa. Ratkaisevana
erona on se, ettei induktioilmioté voida téssé tapauksessa selittdd Lorentzin
voiman avulla.

Magneettikenttdin saapuvan silmukan tilannetta voitaisiin tarkastella
my6s silmukan mukana liikkuvan tarkkailijan kannalta. Han ei havaitse mag-
neettista voimaa (v x B = 0, koska hiinen koordinaatistossaan v = 0), joten
taas tarvitaan induktiolakia selittdmé&&n sdhkémotorisen voiman syntymi-
nen.

Se, etté liikkeen indusoima jénnite on yhtd suuri kuin muuttuvan mag-
neettikentédn aiheuttama sihkémotorinen voima, ei ole itsestédén selvai. Téa-
mén ekvivalenssin selvittdminen oli keskeisessé osassa, kun Einstein kehit-
ti suppeamman suhteellisuusteorian vuonna 1905. Liikkuvissa koordinaa-
tistoissa oikean integroimistien valinta vuon muutoksen laskemiseksi ei ole
aina helppoa. Koska Maxwellin yht&lot kuitenkin osoittautuvat Lorentz-
invarianteiksi, Faradayn laki differentiaalimuodossa ja Lorentzin voiman lau-
seke pitevit kaikissa inertiaalikoordinaatistoissa.

7.2 Itseinduktio

Tarkastellaan eristettyé virtasilmukkaa, jossa magneettivuo on silmukan it-
sensd aiheuttama. Biot'n ja Savartin lain mukaan magneettikentta riippuu
lineaarisesti silmukassa kulkevasta sdhkovirrasta I. Kiintedssd muuttumat-
tomassa silmukassa vuon muutos johtuu vain virran muutoksesta, joten

dd  dddl
s 1
dt dl dt (7.13)
Virran ja vuon muutoksen vilistd verrannollisuuskerrointa
dd
L= 7.14
i (7.14)

kutsutaan silmukan itseinduktanssiksi. Jos vuo on suoraan verrannollinen
virtaan, niin L = ®/I. Virran muutos indusoi séhkémotorisen voiman

dI
E=-L—. (7.15)
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Koska sdhkomotorisen voiman SI-yksikk6é on voltti, niin induktanssin SI-
yksikké on VsA~™! = H eli henry. Itseinduktio ilmenee esimerkiksi siten,
ettd virtapiireissé virta ei koskaan kytkeydy tai katkea taysin hetkellisesti.
Itseinduktio korostuu, jos piirissé on kédédmi, koska silloin piirin induktanssi
on kiytdnnossd sama kuin kddmin induktanssi.

Esimerkki. Toroidaalisen kelan itseinduktanssi

Kierretéén johdinlankaa N kierrosta toruksen ympéri (poikkileikkauksen
ala A). Itseinduktanssiin vaikuttaa sekéd kela itse ettd silmukkaan virtaa
syottava johteen ulkoinen osa. Oletetaan, ettd ulkoinen osa on koaksiaali-
kaapeli, joka ei aiheuta merkittiavii ulkoista kenttéd. Amperen kiertosaanto
antaa magneettikentdksi toruksen sisélla

B=uoNIJl, (7.16)

missé [ on toruksen keskimé#riinen pituus (luku 5.3). Magneettivuo jokaisen
yksittéisen kierroksen lapi on

ja kaikkien kierrosten yhteenlaskettu vuo on & = N®q, josta saadaan in-

duktanssi 4D
L=—7= toN2A/L. (7.18)

7.3 Keskinaisinduktio

Tarkastellaan sitten n kappaletta erillisid silmukoita. Kirjoitetaan kaikkien
silmukoiden aiheuttama yhteenlaskettu vuo silmukan ¢ l4pi muodossa

n
D= By;. (7.19)
j=1

Tahan silmukkaan indusoituu smv

(7.20)

Jos kaikki silmukat ovat kiinteitd, kunkin silmukan j osuus ®;; riippuu vain
siiné kulkevan virran I; muutoksesta, joten
d®;;  dd;;dl;

= . 7.21
dt — dl; di (7.21)
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Kertoimia

Mij =

kutsutaan silmukoiden ¢ ja j valisiksi keskindisinduktansseiksi; L; = M;; on
silmukan 7 itseinduktanssi. Jos véliaine on magneettisesti lineaarinen, M;;:t
ovat vakioita. Keskinaisinduktanssi voi olla positiivinen tai negatiivinen riip-
puen virtojen kulkusuunnista silmukoissa.

Tarkastellaan kahta kiintedé silmukkaa lineaarisessa véliaineessa (yksin-
kertaisuuden vuoksi p = pg). Télloin

My = -2 (7.23)

Lasketaan magneettikenttd Biot’n ja Savartin lailla ja integroidaan siitéd
magneettivuo:

dl —
By = M0 1, [ / 1><<r23rl>] ‘ndSs. (7.24)
47 4 ‘I'Q — I‘1|

Kayttamalla kaavaa

dl — dl
]{ szﬂf _dh (7.95)
Cq |P2 - 1‘1\ Cq |P2 - I‘1|

saadaan

dl
M21 = @/ VQX |:% 1:| 'ndSQ
47 ¢, |ra —r1]

dly - dl
_ 7{ ]§ 1272 (7.26)

Co JCy ‘rZ - r1|
jota kutsutaan Neumannin kaavaksi. Se ei ole kovin kaytdénnollinen, mut-
ta se osoittaa, ettd keskindisinduktanssi on puhtaasti silmukoiden geomet-
riasta johtuva suure ja siten silmukoiden itsenséd ominaisuus. Silmukois-
sa kulkeva sahkovirta ei vaikuta lineaarisessa tapauksessa induktanssiin.

Liséiksi keskinaisinduktanssi on symmetrinen silmukoiden vaihtamisen suh-
teen (M2 = Ma;), miké vaikuttaa ensi nikeméltd hieman yllattavalta.

Keskinaisinduktanssin laskeminen on hankalaa, mutta mittaaminen var-
sin yksinkertaista: Sy6tetdén piiriin 1 tunnettu virta ja mitataan sen indusoi-
ma smv piirissé 2. Helpointa tdméi on toteuttaa sinimuotoisen vaihtovirran
avulla.
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7.4 Pahkind purtavaksi: Feynmanin kiekko

Palataan lopuksi perusongelmien pariin (Feynman, osa 2, luku 17-4). Tarkas-
tellaan levyé, joka pidsee pyoriméin akselinsa ympéri (kuva 7.2). Keskelld
on kadmi, jossa pieni paristo pitdd ylla tasavirtaa. Levyn reunalla on ta-
sainen varausjakauma, esimerkiksi samanlaisia varattuja palloja. Oletetaan,
ettd levy ei tdssd tilanteessa pyori. Oletetaan sitten, ettd virta kddmissa
katkeaa #killisesti ilman ulkopuolista vaikutusta. Alkaako levy pyorid?

(i

Kuva 7.2: Levy, jonka keskelld kulkevassa kddmisséd kulkee tasavirta I. Reu-
nalla on tasaisin vélein varattuja palloja.

Vastaus 1: Magneettikentéin heikkeneminen indusoi vdhéksi aikaa sdhko-
kentdn. Geometrian perusteella kenttdviivat ovat ympyroitéd, joiden keski-
piste on levyn akselilla. Varauspalloihin kohdistuva voima aiheuttaa silloin
vadntomomentin, jonka takia levy alkaa pyorié.

Vastaus 2: Laitteiston liikem&drdmomentti ennen virran katkaisua on nolla.
Siihen ei kohdistu ulkoisia voimia, joten liikemidrimomentin® siilymislain
perusteella levy ei ala pyorié.

Jos ensimmaéinen vastaus on oikea, miten k&y liitkem&adrdmomentin siily-
mislain? Jos taas jialkimmaéinen selitys pétee, niin sovellettiinko induktiolakia
vadrin? Kysymykseen palataan luvussa 9.

'Liikem#srdmomenttia sanotaan usein myos impulssimomentiksi. Liikemédramoment-
tia ja liikkeméa#raé el missdéin tapauksessa saa sekoittaa toisiinsal



