Luku 5

Staattinen magneettikentta

Téssé luvussa tutustutaan litkkuvien sdhkovarausten eli sdhkovirtojen ai-
heuttamaan staattiseen magneettikenttéidn. Jos sdhkostatiikka tuli opiskel-
luksi huolellisesti, niin analogioiden avulla magnetostatiikkaan pitéisi passté
késiksi varsin helposti. Laskennan puolella korostuu vektorimatematiikan
hyvén hallinnan valttdméattomyys.

5.1 Sahkovirta

Nykyaikana séhkovirta lienee tutumpi ilmi6é kuin sdhkoévaraus. Todellisuu-
dessa varauksia ja virtoja ei oikeastaan voi késitelld erikseen. Edellisissi lu-
vuissakin siahkovirta on ollut implisiittisesti mukana monta kertaa. Kun va-
raukset jarjestaytyvit johdekappaleen pinnalle, systeemissé kulkee virtaa, ja
sahkovirran avulla paristo pitda edellisen luvun esimerkissd kondensaattorin
jénnitteen vakiona. Samoin termit “johde” ja “eriste” viittaavat kappaleiden
kykyyn kuljettaa sdhkovirtaa.

Tarkastellaan joukkoa varauksellisia hiukkasia, joiden varaus on ¢, lu-
kuméaritiheys n ja nopeus v. Sdhkovirta I méédritelldin annetun pinnan
lépi aikayksikossé kulkevan varauksen médrané:

I =dqQ)/dt. (5.1)
Olkoon dS jokin pintaelementti. Sen ldpi kulkeva virta on

ngvdt-ndS

dl =
dt

=pv-ndS=J-dS, (5.2)
misséd J on wvirran tiheys. Virran tiheys on samankaltainen vuosuure kuin
sdahkévuon tiheys D tai pian mé&iriteltivd magneettivuon tiheys B. Fysi-

kaalinen vuo pinnan lépi saadaan integroimalla vuon tiheys pinnan yli.

65



66 LUKU 5. STAATTINEN MAGNEETTIKENTTA

Siahkovirran SI-yksikké on ampeeri A = Cs~!. Virran tiheys on vir-
ta pinta-alan ldpi, joten sen yksikké on A m™2. SI-yksikoissi sihkovirran
yksikko otetaan perussuureeksi ja kaikki muut sdhkoiset yksikét voidaan
ilmaista ampeerin, metrin, kilogramman ja sekunnin avulla.

5.1.1 Jatkuvuusyhtalo

Virran tiheys ja sihkévaraus liittyvét ldheisesti toisiinsa. Suljetun pinnan S
ldpi alueeseen V' tuleva virta on (n osoittaa ulospéin)

I:—%J-ndS:—/V-JdV. (5.3)
S 1%

Téamén taytyy olla yhté suuri kuin varausten tilavuuteen V tuoma sdhkovirta

d
T =dQ/dt = £/Vpdv. (5.4)

Oletetaan tilavuus kiintedksi, jolloin aikaderivaatta voidaan viedé integraa-
lin sisédn. Koska p on sekd ajan ettd paikan funktio, kokonaisderivaatta
muuttuu osittaisderivaataksi:

dp
= =L .
/Vatdv’ (5.5)

joten

/V (9p/0t +V -J) dV = 0. (5.6)

Koska tdmén taytyy olla voimassa kaikilla tilavuuksilla, saadaan virralle
jatkuvuusyhtals:

Op/ot+V-J=0. (5.7)

Jatkuvuusyhtélo seuraa suoraan kokonaisvarauksen siilymislaista eiké edel-
lyté kiinteéin tilavuuden tarkastelua (yleisempi johto: CL 6.1). Mikéli varaus-
tiheys on ajasta riippumaton eli V - J = 0, sdhkovirralla ei ole ldhteitd tai
nieluja ja siten kaikki virtaviivat sulkeutuvat tai jatkuvat &arettomyyksiin.
Téllaista virtausta kutsutaan stationaariseksi.

5.1.2 Ohmin laki

On kokeellinen tosiasia, ettéd vakioldmpotilassa olevissa metalleissa sahkovir-
ta riippuu lineaarisesti sihkokentéstas:

J=0E. (5.8)
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Tama on Ohmin laki, jossa verrannollisuuskerroin o on johtavuus. Johtavuu-
delle kiytetdan yleisen tavan mukaan samaa symbolia kuin aiemmin pinta-
varaukselle. Jos joudumme jossain kirjoittamaan molemmat suureet, erotel-
takoon ne vaikkapa kirjoittamalla pintavaraukselle og. Jélleen on térkedi
oppia lukemaan yhtéléiden takana olevaa fysiikkaa eikd niink&dn opetella
kaavoja ulkoa!

Lineaarinen Ohmin laki on voimassa tavallisille aineille, ellei sihkokentté
ole kovin suuri. Se ei kuitenkaan ole sellainen fysiikan peruslaki kuin Maxwel-
lin yht&lot, vaan samantapainen rakenneyhtélo kuin D = €E, jonka yksityis-
kohtainen muoto ja jopa olemassaolo riippuvat véliaineen ominaisuuksista.
Epélineaarisissa véliaineissa ¢ on séhkdkentén ja mahdollisesti my6s mag-
neettikentdn funktio. Jos sihkokenttd on riittdvin suuri, niin véliaine kuin
viliaine alkaa kdyttdytyé epélineaarisesti.

Johtavuuden kédnteislukua kutsutaan ominaisvastukseksi eli resistiivi-
syydeksi. On térke#ié erottaa ominaisvastus (engl. resistivity) ja vastus (re-
sistance). Johtavuuden Sl-yksikko on [o0] = (Am™2)/(Vm ™) = AV-im—1
joten ominaisvastuksen yksikoksi tulee Vm A~!. Toisaalta VA~ on tut-
tu vastuksen yksikko ohmi (£2), joten ominaisvastuksen yksikké on Qm ja
johtavuuden Q 'm~! = Sm™!, missi on otettu kiyttoon yksikko siemens.
Siemensin sijasta ohmin k#énteislukua merkitddan varsinkin englanninkieli-
sessé kirjallisuudessa symbolilla “mho”. Taulukossa 5.1 luetellaan joidenkin
hyvien johteiden resistiivisyyksié.

aine resistiivisyys aine resistiivisyys

1078 Qm 1078 Qm
alumiini 2,65  kupari 1,67
grafiitti 1375 nikkeli 6,84
hopea 1,59 rauta 9,71
konstantaani 50 sinkki 5,92
kulta 2,35  volframi 5,68

Taulukko 5.1: Aineiden resistiivisyyksid. Johtavuus on resistiivisyyden
ka#nteisluku. Aiemmin taulukossa 3.1 lueteltujen eristeiden resistiivisyydet
ovat tyypillisesti suurempia kuin 10® Qm. Vesi on poikkeus, sillé sen resis-
tiivisyys on vain noin 5000 {2 m, joten sitd voi pitda ainakin hyvin johtavana
véliaineena.

Tarkastellaan sahkovirran ja jannitteen vélistd yhteyttd ohuessa homo-
geenisessa suorassa virtajohdossa, jonka péaiden vililld on jénnite Ay ja jon-
ka johtavuus on o. Johteessa sdhkdkentélla ei ole komponenttia kohtisuoras-
sa johtoa vastaan, koska tdmé aiheuttaisi jatkuvan sdéhkovirran joko johtoon
tai siitd pois ja siten johdon pinnan varautumisen. Koska systeemi on ho-
mogeeninen ja suora, sihkokenttd on sama koko johdossa, joten Ay = El,
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misséd [ on johdon pituus. Ohmin lain mukaan johdossa kulkee virta, joka
mielivaltaisen poikkileikkauspinta-alan A 1&pi on

I:/AJ-ndS:JA:UlAAcp. (5.9)
Verrannollisuuskerroin on vastus (resistanssi) R = [/(cA), jonka SI-yksikko
on siis ohmi. Téstd voidaan johtaa koulufysiikasta tuttuja relaatioita: Tyo,
jonka sdhkokenttd tekee siirtédessédn varauksen () potentiaalieron U yli, on
W = QU. Siti vastaava teho on puolestaan P = UI = RI?> = U?/R. Témin
tehon sanotaan hévidvin materiaalin Joulen ldimmityksend.

5.1.3 Johtavuuden klassinen selitys!

Tarkastellaan johteessa nopeudella v liikkuvaa varauksellista hiukkasta (va-
raus ¢, massa m) klassisen mekaniikan mukaisesti. Sihkokentéssid E hiukka-
nen kiihtyy voiman ¢E vaikutuksesta. Olkoon kyseessé lineaarinen ohminen
johde, jossa sdhkokenttd aiheuttaa tasaisen virran tiheyden J. Hiukkaseen
taytyy vaikuttaa toisenkin voiman, joka kumoaa sdhkdkentén aiheuttaman
kiihtyvyyden. Jos jarruttava voima on mekaanisen kitkan kaltainen eli ver-
rannollinen hiukkasen nopeuteen, niin liikeyht&lé on

2 _gE-QG 5.10

m® — -Gy, (5.10)
missd G > 0 on vakio. Alkuehdolla v(0) = 0 saadaan ratkaisuksi

v(t) = %E (1 — e Gt/my (5.11)

Hiukkasen nopeus ldhestyy ajan myotéd vakionopeutta vq = ¢E/G ekspo-
nentiaalisesti aikavakion 7 ollessa

T=m/G. (5.12)
Sijoittamalla tdh&n v4:n lauseke Ohmin laki voidaan kirjoittaa
2
J=ngvy = nar E, (5.13)
m
joten
o =ng*t/m, (5.14)

misséd n on hiukkasten lukuméératiheys. Jos virran kuljettajia on useampaa
hiukkaslajia, niin kokonaisjohtavuus on summa kaikkien hiukkaslajien (7) yli

2
2T
JZZT (5.15)
7

Kvantitatiivinen selitys edellyttés kvanttimekaniikkaa. Klassinen malli on kohtuullisen
hyva elektrolyyttiselle sihkonjohtavuudelle.
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Kohtuullisen hyvilld johteilla metalleista puolijohteisiin 7 voidaan tulkita
johtavuuselektronien keskimééraiseksi torméysajaksi. Matkaa, jonka johta-
vuuselektroni kulkee keskim&érin torméysten véalilla kutsutaan keskimaarai-
seksi vapaaksi matkaksi l,,r, = v47, missé v; on elektronien terminen nopeus.
Sen on oltava paljon suurempi kuin vy, silld muutoin 7 tulisi riippuvaiseksi
sdahkokentistd eikéd véliaineella olisi en#é lineaarista Ohmin lakia. Useim-
milla metalleilla v; ~ 10°ms™! ja vg yleensd alle 1072 ms™!. Metalleilla
bngp = 1078 m huoneenlimmossi, joten 7 ~ 10745, Puolijohteilla relak-
saatioaika voi olla kertalukua suurempi, mutta joka tapauksessa sihkovirta
reagoi kiytdnnossd valittomésti sdhkokentdn muutokseen. Tdméan vuoksi
kentdnmuutosvirtaa (0D/0t, luku 9) ei oltu havaittu missiddn koetilanteessa
ennen vuotta 1888. Tuolloin kyseessd oli séhkdmagneettisen aallon havait-
seminen, joka edellyttdd kentdnmuutosvirran olemassaolon.

5.1.4 Samoilla yhtilsilld on samat ratkaisut

Ohmin laki on siis rakenneyht#lo kuten E:n ja D:n vilinen yhteys. Analogia
menee pidemmaéllekin. Stationaarisen virtauksen jatkuvuusyhtdlo V -J =0
on samaa muotoa kuin V- D = 0 tai V - E = 0. Stationaarisen sdhkovirran
virtaviivat voidaan mé&érittda ratkaisemalla Laplacen yhtdlo tutuilla mene-
telmillé. Ensin on vain etsittiva sopivat reunaehdot virrantiheydelle. Tarkas-
tellaan esimerkkiné johdetta, jossa on toisesta johdeaineesta koostuva pitka
sylinterinmuotoinen este. Kaukana sylinteristd sihkokenttd on kohtisuorassa
sylinterin akselia vastaan.

Merkitédn sylinterid (sisdalue) alaindeksillé i ja johdetta (ulkoalue) alain-
deksilld u. Sylinterin akseli on z-akseli ja sylinterin séide a. Kaukana sdhko-
kentta on vakio FEge,. Koska V - J = 0, reunaehdoksi saadaan J,, = Jin
(vrt. sihkovuon tiheys) eli

ouwlblyn = 0 Eiy, s (516)

g; or = 0Ou or (517)

sylinterin pinnalla » = a. Toisaalta potentiaali on jatkuva:

pula,0) = pi(a,0). (5.18)

Kaukana sylinteristd virta on héiriintyméton, joten

¢ = —FEgrcosf ,kun r — oco. (5.19)

Tehd&dén origossa ja kaukaisuudessa hyvin kidyttaytyvéit ratkaisuyritteet
(vrt. kappale 2.8.3)

pi = Arcosf (5.20)

Bcosf
oy = —FEgrcosf+ sz (5.21)
T
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Téssé on rohkeasti arvattu, ettd vain cos f:aan verrannolliset termit tulevat
kyseeseen, silla ainoastaan ne kytkeytyvét ulkoiseen kenttéén. Nyt reunaeh-
dot antavat

Bcos#
Aacos® = —Epacosf+ o8 (5.22)
a
Bcosf
0;Acosl = o, (—EOCOSQ— CZS ) . (5.23)
a
Ratkaistaan n#isté kertoimet A ja B
—20
A = “F, 5.24
o; + oy 0 ( )
B = Z7%p 42 (5.25)
o; + 0y

ja ongelma on yksikésitteisesti ratkaistu.
Jos sylinteri on hyvé eriste (0; — 0), niin kaikki virta kiertdé sen, jolloin
2

Joa
Ju=J0— 2

(cosfe, +sinfey). (5.26)

Séhkovirran virtaviivat kiertéavit esteen siististi. Ongelma on analoginen ko-
koonpuristumattomassa nestevirtauksessa (V-V = 0) olevan sylinterinmuo-
toisen virtausesteen kanssa. Laplacen yhtélon ratkominen on varsin tavallis-
ta fysiikassa (Feynman Lectures, osa 2, luku 12-1: The same equations have
the same solutions).

5.2 Magneettivuon tiheys - Biot’n ja Savartin laki

Magnetismin olemassaolo on tunnettu kauan, mutta sen yhteys sdhkoon
16ytyi vasta vuonna 1820, kun rsted havaitsi, ettd sdhkovirta aiheuttaa
magneettikentéin. Magneettikenttd méaritellddn voimavaikutuksen kautta
samaan tapaan kuin sihkokenttd. Pian rstedin kerrottua havainnoistaan
Ampere julkaisi mittaustuloksensa, joiden mukaan kahden virtasilmukan,
joissa kulkee virrat I ja Io, vililla vaikuttaa voima, joka nykyfysiikan mer-
kinnéin on muotoa

1 1 —
F2:@1112jf f dl x [dly X(ré r)] (5.27)
47 o Jo, vy — 1

Témé on siis virtasilmukkaan 2 vaikuttava voima (vrt. Coulombin laki).
Koska SI-yksikoissé maddritellddn po/4m = 1077 N A=2 timén voiman mit-
taus varsinaisesti médrittelee ampeerin, josta puolestaan saadaan coulombi
ja muut sdhkodopin SI-yksikot. Magneettivuon tiheyden SI-yksikkd on tesla
(T =NsC!'m™ = NA~'m™!) ja magneettivuon yksikké weber (Wb =
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aivotoiminta 1pT
galaksienvilinen kentta 1-10 pT
tdhtienvilinen kentti ~ 0,1 nT
aurinkotuulen kenttd Maan etéisyydella 5nT
ionosfadrivirtojen aih. kenttd maanpinnalla ~ 10-1000 n'T
Maan magneettikenttd Helsingissé 50 uT
kenttd Auringon pinnalla (keskimé&érin) 0,1 mT
kenttd Auringon pinnalla (suurimmat) 500 mT
voimakas kestomagneetti 1T
suurimmat ihmisen aikaansaamat kentét 50 T
neutronitdhti — magnetaari 106 — 101t T

Taulukko 5.2: Magneettivuon tiheyksien suuruuksia ja suuruusluokkia.

Tm?). Koska esimerkiksi maapallon magneettikentti maan pinnalla vaih-
telee vililld 30-60 u'T, on tesla useissa sovellutuksissa varsin suuri yksikko
(taulukko 5.2).

Virtasilmukoiden vélisen voiman lausekkeesta ei valittomaésti niahd4, etta
voiman ja vastavoiman laki on voimassa. N&in kuitenkin on, minké voi todis-
taa pienelld vektorilaskulla. Téhén palataan energiandkokulmasta luvussa 8.

Voiman lauseke voidaan kirjoittaa muodossa

FQ = IQ% dlg X B(I‘Q) R (528)
c2
missé, i ( )
Ko 1 X (ro—r€;
B(ry) = —1 % _— 5.29
(r2) 4t Jon lro — 1|3 (5.29)

on silmukan Cj synnyttdmé& magneettikenttd (oikeammin magneettivuon
tiheys) silmukassa Cy sijaitsevassa pisteessd ro. Tétd kutsutaan Biot'n ja
Savartin laiksi, joskus my6s Amperen ja Laplacen laiksi (kunnia kuulu-
nee kaikille). Se voidaan yleistdd jatkuvalle virran tiheydelle korvaamalla
1dl — JdV ja korvaamalla lenkki-integraali tilavuusintegraalilla. Integrandi
on nollasta poikkeava vain alueessa, jossa J # 0, joten

B(r) = “’O/V‘](rl)x(r_r/)dv’. (5.30)

4 r — /|3

Niin voidaan laskea magneettikenttd mielivaltaisesta virtajakautumasta sa-
maan tapaan kuin staattinen sihkokenttd annetusta varausjakautumasta.

Huom: Viimeistain nyt on syytd omaksua koulusta tuttu Biot’n ja Savartin
lain siséltdmé lyhyen virta-alkion (oikean kdden peukalo) magneettikentén
(oikean kiden sormet) suuntasdianto.
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Kokeellinen tosiasia on, ettéd kaikki magneettikentét voidaan antaa vir-
tajakautumien avulla. Suoraviivaisella laskulla ndhd&én, ettéa

V-B=0, (5.31)

joka on Coulombin lain jélkeen toinen laki Maxwellin yhtdloiden joukossa.
Se kertoo, etté ei ole olemassa erillisia kentdn B ldhteité tai nieluja eli mag-
neettisia varauksia (magneettisia monopoleja). Tamé merkitsee myos sité,
ettd magneettikentidn kenttéviivoilla ei ole alku- eikéd loppupéété, vaan kaik-
ki kenttédviivat sulkeutuvat vaikkakin mahdollisesti jossain hyvin kaukana.

Magneettikentdksi kutsuttu suure B on siis tdsméllisemmin sanottuna
magneettivuon tiheys, jonka SI-yksikko tesla (T) vastaa yhden weberin (Wb)
suuruista magneettivuota neliometrin lapi. Magneettivuo ® pinnan .S 1dpi on

@:/Bd& (5.32)
S
Selvastikin magneettivuo suljetun pinnan l&pi on nolla:
@z]{B-dS:/V'BdV:O. (5.33)
S \%4

T&té voi havainnollistaa epétasmaélliselld toteamuksella, ettd jokaisesta ava-
ruuden alueesta lahtee yhté paljon magneettikentén kenttéviivoja kuin niita
sinne tulee.

Magneettikentéin ldhteettomyys on puhtaasti kokeellinen laki eiké sille
valttaméatta ole syvempéd teoreettista perustelua. Modernien yhtenéiskent-
tateorioiden mukaan magneettisten monopolien olemassaolo on mahdollista,
jopa todenn&koista. Ne ovat kuitenkin niin massiivisia, ettei niitd voi havaita
hiukkaskiihdyttimilld. Toisaalta niitd on maailmankaikkeudessa niin harvas-
sa, ettd myos niiden vaikutuksen epésuora toteaminen on vaikeaa. Monopo-
lit voidaan periaatteessa ottaa mukaan myos klassiseen elektrodynamiikkaan
kirjoittamalla V - B = p,,, missi p,, on magneettinen varaustiheys. Téahén
ei kuitenkaan ole mitddn syytéd, koska monopolien vaikutuksia ei havaita
klassisen elektrodynamiikan sovellusalueessa.

Esimerkki. Pitkin suoran virtajohtimen aiheuttama kentti

Olkoon johdin x-akselilla ja lasketaan magneettikentté pisteessi ro y-akse-
lilla. Merkitédén dl = dre, ; r1 = xe, ; r9 = aey, jolloin dl x (rp —r) =
adze,. Biot’'n ja Savartin lain suoraviivainen kaytto antaa

+
B(ry) — ,uol/dlx(rg—rl) B ,uol/oo adx o
7 dm Jo ra—riP 4r (z2 4 a2)3/2 77
—0o0
+oo
_ pola x ol
= T | ety a2 e: = 5 . (5.34)
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Ay
& X (r—rq)
M
a

0
> >
«» X

' dx

z

Kuva 5.1: Suoran virtajohtimen aiheuttaman magneettikentédn laskeminen.

Jos virtajohde on #érellisen mittainen, magneettikenttd on kuvassa 5.1 méa-
ritellyn kulman 6 funktio

Lo 02

1 1
— Kot :E = Ko e.| (—cosb). (5.35)

B = =
(r2) dma L (a2 + x2)1/2 ~ 47a o,

Téssé kéytettiin karteesista koordinaatistoa, missé suunnan e, maaras
tarkastelupisteen paikka. Lukiosta muistetaan, ettd magneettikentté kiertéa
suoran johtimen ympéri oikean kiden kiertosddnnon mukaisesti. Kéaytta-
malld sylinterikoordinaatistoa, missé positiivinen z-akseli on virran suun-
tainen ja ey on atsimutaalikoordinaatin yksikkévektori (siis eri kulma kuin
kuvassa 5.1), magneettikenttd on

B(ry) = 1% ¢, (5.36)

Esimerkki. Ympyrinmuotoisen virtasilmukan kentti ympyréin kes-
kipisteen ldpi kulkevalla akselilla

Olkoon ympyrén side a ja tarkastellaan kenttdd ympyrén tasoa vastaan
kohtisuorassa olevalla keskipisteen kautta kulkevalla z-akselilla. Olkoon e,-
vektorin suunta virtaan nidhden oikean kéden sdannén mukainen. Nyt

ol / dl x (I’Q — 1‘1)
B = Ve o7
(1'2) 471‘ C |I'2 — I'1’3
2m 9 9
pol a” do wola

= 0 e = gEapne 69
0

Jos silmukoita on useampia, kuten kelassa, on jokaisen osuus summattava.
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Esimerkki. Helmholtzin kela

Helmholtzin kela muodostuu kahdesta N-kertaisesta silmukasta, joiden kes-
kipisteet ovat samalla z-akselilla. Olkoot kelojen sdteet a ja etdisyys 2b.
Té&lloin kenttd z-akselilla kelojen vélissé etaisyydella z toisesta kelasta on

Nuola? 1 1
B.(z) = ”; {(22 e + @t a2]3/2} : (5.38)

Helmholtzin keloja kédytetdédn tuottamaan mahdollisimman homogeeni-
nen magneettikenttd rajoitettuun alueeseen. Tdmén tapainen systeemi on
kéaytossd esimerkiksi Ilmatieteen laitoksen Nurmijdrven geofysiikan obser-
vatoriossa, jonka testilaboratoriossa voidaan esimerkiksi kumota maapallon
magneettikenttd pienessd alueessa ja testata mittalaitteiden magneettista
puhtautta hyvin tarkasti.

Se, ettd kenttd on hyvin homogeeninen, ndhdiin tarkastelemalla mag-
neettikentdn derivaattaa z-akselilla. Kun z = b, niin dB,/dz = 0. Myos
toinen derivaatta on nolla téssi pisteessé, jos 2b = a. Asettamalla siis kelat
niiden séteen etéisyydelle toisistaan, on kentté pisteen z = a/2 ympéristossi
mahdollisimman homogeeninen. Kolmaskin derivaatta héviéa ja kentidn epé-
homogeenisuus ilmenee vasta Taylorin sarjan neljdnnessé termissés:

2 —a/2)4 d*B,
B.(z) = Bz(a/2)+( 24/2) dd,i +...
z=a/2
~ B.(a/2) l1—£§<z a/Q) ] . (5.39)

5.3 Amperen laki

Tarkastellaan stationaarista virtaa, jolle siis V - J = 0. Lasketaan magneet-
tikentén roottori lahtien Biot’'n ja Savartin laista:

V x B(r) = V x {Z‘;/V ‘WW’} . (5.40)

Huom. Roottori lasketaan paikkavektorin r suhteen. Kun se vieddén inte-
graalin siséén ja kirjoitetaan ristitulot auki, niin saadaan

Ho / r—r / r—r } !
B(r) =~ J R R | V——— | dV’. 41
vV x B(r) M/V[ (r)(V r_r,|3> W) Vi | V. G
Muistetaan kaava

r—r 5 1

=-V'—— =dni(r - 1), (5.42)

e v —r'|
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joten integraalin ensimméinen termi on uoJ(r).

Jalkimméisessi termissd voidaan r — r’:n antisymmetrisyyden vuoksi
vaihtaa derivointi tapahtuvaksi r’:n suhteen vaihtamalla merkki. Koska jil-
kimméinen termi sisiltdd V:n ja (r —r’):m vilisen dyaditulon, kisitelldén se
(r — r’)mm komponentti kerrallaan. Muokataan z-komponenttia kaavalla

! ! !/
J-V’H:V’-(JQC x) S v (5.43)

r—rP) k- rP

Oikean puolen jéalkimmaé&inen termi on nolla oletuksen V - J = 0 perusteella.
Jéljella oleva tilavuusintegraali voidaan muuttaa pintaintegraaliksi:

/ /
, r—x , r —x ,
: — — I — .45 44
/Vv (J ’r_r,3)dv ng'r_r,'g ds (5.44)

Tamén on oltava voimassa pinnan valinnasta riippumatta, joten pinta voi-
daan siirtdd virtajakautuman ulkopuolelle eli integraalin on oltava nolla.
Sama pétee kaikille komponenteille, joten jiljelle on jadnyt Ampéren laki
differentiaalimuodossa:

V xB=pupJ. (5.45)

Integraalimuotoon Amperen laki saadaan kdytdmalld Stokesin lausetta:

/VXB.ndS:]{B-dl, (5.46)
S C

joten
%B‘dl:,ug/J-ndS:,ugI. (5.47)
C S

Siis suljettua lenkkié pitkin integroitu magneettivuon tiheys on g kertaa
lenkin ldpi kulkeva kokonaisvirta. Tatd tulosta kutsutaan Ampéren kier-
tosddnnoksi (vrt. sdhkostatiikan Gaussin laki). Sen avulla voi laskea mag-
neettikentén suoraan tietyissa riittdvan symmetrisissé tapauksissa. Integraa-
leissa on muistettava, ettd pinnan S normaalivektori n méérittelee oikeakétisesti
kéayraalkion dl suunnan.

Esimerkki. Kentti toroidikdimin sisdlla

Tarkastellaan toruksen ympérille kierrettyd k&&mid (N kierrosta tiiviisti
kierrettyné). Kentén voidaan péitelld olevan sylinterikoordinaateissa ilmais-
tuna muotoa B = B(r, z)es, missi ¢ on toruksen keskipistettéd kiertévi
kulma ja r etéisyys toruksen keskipisteestd toruksen sisélld olevaan pistee-
seen. Sovelletaan Amperen kiertosédantod pitkin r-siteistd ympyréé toruksen
sisalla:

%CB -dl = B(r,z)2mr = poN1, (5.48)
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joten kentté riippuu ainoastaan radiaalisesta etdisyydesté.:

poNT
B=5"e,. (5.49)

Toroidin ulkopuolella magneettikentti on nolla, silld geometrian perusteella
B = B(r, z)ey ja lenkin lidpéisevé virta on nolla.

5.4 Virtasilmukan magneettimomentti

Tarkastellaan virtajohdinta, joka muodostaa suljetun silmukan C. T&ll6in
koko silmukkaan vaikuttaa voima (5.28)

F:ffdle. (5.50)
C

Kokonaisvirta ei riipu paikasta, joten se voidaan siirtdé integraalin ulkopuo-
lelle, samoin magneettikentti, mikéli se on vakio:

F:—IBx%dlzo. (5.51)
C

Siis vakiomagneettikentdssd virtasilmukkaan vaikuttava voima on nolla.
Silmukka-alkioon vaikuttava viadntomomentti on

dr =rxdF =1r x (dl x B), (5.52)

joten koko silmukalle

T:Ij{Crx(dle). (5.53)

Oletetaan jélleen, ettd magneettikenttéd on vakio. Kirjoitetaan ristitulo auki
kaavalla r x (dl x B) = (r - B)dl — (r - d1)B. Tilloin

Tsz(r-B)dl—JBfr.dl. (5.54)
C c
Jalkimmaéinen integraali muuntuu Stokesin lauseella muotoon §-r - dl =

J5(V xr)-dS = 0. Ensimméinen integraali muuntuu puolestaan yleistetylld
Stokesin lauseella muotoon

%(r-B)dlz / dS x V(r-B). (5.55)
C S

Koska B on vakio, niin V(r - B) = B, joten

T—I/dSXB—I(/dS)XB—ISXB, (5.56)
S S
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missé pinta-alavektori S voidaan kirjoittaa yleistetyn Stokesin lauseen avulla

S:/ndSzlfrxdl. (5.57)
S 2 Je

Tuloa IS kutsutaan silmukan C' magneettimomentiksi:
1
m:IS:fI%rxdl. (5.58)
2 Je

Taméan avulla vaantomomentti on
7T=mXxB. (5.59)

Vaikka silmukkaan ei kohdistukaan voimaa, joka kiihdyttéisi silmukkaa koko-
naisuutena, sithen kohdistuu viadntomomentti. Se pyrkii kdantdméan silmu-
kan pintaa kohtisuoraan magneettikenttia vastaan. Téatéa kaytetdan hyvéiksi
esimerkiksi avaruusalusten asennonsiétdjirjestelmissa.

Magneettimomentti voidaan yleistaéd mielivaltaiselle virtajakaumalle
(Idl — JdV') korvaamalla

1 1
m:fl%rxdl—)f/rx.]dv. (5.60)
2 Jc 2

5.5 Magneettikentin potentiaaliesitys

Myos magneettikentiille on olemassa hyddyllinen potentiaaliesitys. Se poik-
keaa kuitenkin olennaisesti sihktkentén potentiaalista.

5.5.1 Vektoripotentiaali

Koska magneettikenttd on lihteeton (V- B = 0), se voidaan ilmaista vekto-
rikentén roottorina:
B=VxA. (5.61)

Vektoripotentiaali A ei ole yksikésitteinen, silld olipa f miki riittdvén siisti
skalaarikentté hyvéinsé, niin V x (A 4+ Vf) =V x A.

Vektoripotentiaali voidaan ilmaista virran avulla ldhtemalla jélleen Biot'n
ja Savartin laista:

B@)—“ﬂAJ@qXO”””dV. (5.62)

 4n Ir — /|3
Integrandi voidaan kirjoittaa muotoon

M:—J(r')xv 1

(5.63)

v —r'|? r—r'|
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Sovelletaan téhin kaavaa V x (fG) = fV x G — G x Vf. Koska V ei operoi
muuttujaan r’';, V x J(r') = 0 ja integrandiksi tulee

J(') x (r —1') , 1 J(r')
- _ B — . .64
. 30 Vi VX(,I‘_I‘,O (5.64)
V voidaan siirtdé r’:n suhteen laskettavan integraalin ulkopuolelle, joten
Ho J(r') /}
B(r) = — d .
(r) VX{47T/V|I._IJ| 1% (5.65)
eli )
Ho r /
Ar) = — : .
(r) o /V r= dv (5.66)
Kirjoittamalla A komponenttimuodossa
Ho Ji(r') /
Ai(r) = — .
() = 42 /V v (5.67)

niahdiin, ettd komponentit A; ovat matemaattisesti samaa muotoa kuin
sihkostaattisen potentiaalin lauseke

1 p(r') /
= dv 5.68
o) = o | v (5.68)
joten jokaiselle komponentille erikseen ja siten koko vektorille on voimassa
Poissonin yhtdlo:

VA = —poJ. (5.69)

Koska toisaalta
e =VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-V?A, (5.70)
vektoripotentiaalin on toteutettava ehto
V(V-A)=0. (5.71)

Usein vektoripotentiaali valitaan siten, ettd V - A = 0, miki itse asiassa
toteutuu edelld, jos J poikkeaa nollasta vain &érellisesséd alueessa.

Sahkostatiikassa skalaaripotentiaali helpottaa laskuja olennaisesti. Vek-
toripotentiaali on monimutkaisempi, mutta kiyttokelpoinen monessa tilan-
teessa. Se on myds hyodyllinen sihkomagneettisiin aaltoihin ja séteilyyn
liittyvissd ongelmissa ja keskeinen apuviiline elektrodynamiikan teoriassa ja
relativistisissa tarkasteluissa. Kvanttielektrodynamiikka formuloidaan nime-
nomaan vektoripotentiaalin avulla, vaikkei se sinélldén olekaan mitattavissa
oleva lokaali suure eli “observaabeli”.

Harjoitustehtivi elektrodynamiikan perusteista kiinnostuneille:
Etsi kirjallisuudesta tai internetisté tietoa nk. Bohmin ja Aharonovin il-
miosté ja selvitd, kuinka ylldoleva viite on perusteltavissa.
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5.5.2 Multipolikehitelméa

Vektoripotentiaali voidaan esittda multipolikehitelméné samaan tapaan kuin
sdhkoinen skalaaripotentiaali. Tarkastellaan divergenssitonté virtajakaumaa
J, joka poikkeaa nollasta vain &érellisessé tilavuudessa V. Koska vektoripo-
tentiaalin integraaliesitys on samaa muotoa kuin sdhkoisen skalaaripotenti-
aalin, voidaan komponentille A; kirjoittaa suoraan

1
Ay(r) = 1o (/Jl(r’) dv'+i-/r'J,(r’) v’ +> LB
4 \r 73
Integraalien laskemiseksi kdytetdin aputulosta

V-(fgd)=fJ-Vg+gJ-Vf, (5.73)

missé f ja g ovat vapaasti valittavia funktioita ja lauseketta johdettaessa on
kéytetty oletusta V - J = 0. Integroimalla tilavuuden V' yli saadaan

[(73-9g+63-9)av" =0. (574

Téssd V - (fgJ)m siséltavé integraali voidaan ulottaa yli koko avaruuden.
Muuntamalla tilavuusintegraali pintaintegraaliksi (Gaussin lause) saadaan
nolla, koska alueen V' ulkopuolella virran tiheys on nolla.

Integroitaessa multipolikehitelmén ensimméistéd termiéd valitaan yksin-
kertaisesti f = 1 ja g = xy, jolloin [J dV = 0 eli monopolitermié ei mag-
neettikentédn tapauksessa ole.

Seuraava eli dipolitermi kisitellddn valitsemalla f = x;, g = x,, jolloin
/ 1 ! /
r- /r’Jl qv' = xn/xn J AV = —5%/(le” —Z)dv',  (5.75)

missd kéytettiin kaavaa (5.74) ja summataan kahdesti esiintyvén indeksin
n yli. Integrandi muistuttaa vektoritulon komponenttia. Pienen tarkastelun
jilkeen huomataan, etté

r- /r’Jl av’ = _%elnpxn /(r' x J(r')), dV’, (5.76)

missé €, on permutaatiosymboli ja lauseke siséltdd summaukset indeksien
n ja p yli. Lauseke sieventyy muotoon

1
r- /r’Jl dv' = —5(1' X /r’ x J(r') dV'); = (m x 1), (5.77)

misséd m on virtajarjestelmén magneettimomentti.
Vektoripotentiaalin multipolikehitelmén johtava termi on siis

Mo M X T

Ar) = dr 13

(5.78)
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Magneettivuon tiheys saadaan laskemalla tdmén roottori, miké antaa tulok-
seksi 5
m-r)r m
B(r)zﬂo[()_} .
4 rd r3
Kaukaa katsottaessa ainoastaan systeemin magneettinen momentti vaikut-
taa magneettikenttddn. Taméa on muodoltaan samanlainen kuin sdhkoisen
dipolin aiheuttama séhkokenttd (2.38). Témén vuoksi magneettista mo-
menttia kutsutaan usein magneettiseksi dipolimomentiksi.

(5.79)

5.5.3 Magneettikentin skalaaripotentiaali

Alueissa, joissa J = 0, magneettikenttd on pyorteeton, V x B = 0, joten
néissé alueissa se voidaan ilmaista myods magneettisen skalaaripotentiaalin
1 avulla:

B=—puyVey. (5.80)

Koska toisaalta aina V-B = 0, skalaaripotentiaali toteuttaa Laplacen yhtélon
Vi) =0 (5.81)
ja voimme soveltaa sdhkostatiikasta tuttuja apuneuvoja my6s magnetosta-

tiikan ongelmiin, kunhan ollaan huolellisia erilaisten reunaehtojen kanssa.

Koska etéilld olevan virtasilmukan luoma magneettikenttd on matemaat-
tisesti samaa muotoa kuin sdhkddipolin kentté, voidaan magneettinen ska-
laaripotentiaali ilmaista magneettisen dipolimomentin avulla. Koska

m-r
B=— .82
MOV(47T’I"3>’ (58)
niin 1
m-r
——— 5.83
¥ dw 73 (5.83)

Erona sihkostatiikkaan magneettinen skalaaripotentiaali on paikan yk-
siarvoinen funktio ainoastaan yhdesti yhten#isissd alueissa, joissa ei kulje
sahkovirtaa. Jos aluessa on virtasilmukka niin moniarvoisuus niéhdédén seu-
raamalla silmukan ldpi kulkevaa magneettikentéin kenttéviivaa. Tultaessa
takaisin alkupisteeseen ollaan samassa magneettikentéssd, mutta 1 on joko
kasvanut tai vahentynyt monotonisesti eli ei ole padtynyt samaan arvoon.
Tarkastelualueesta voidaan tehdé yhdesti yhteinéinen, asettamalla tarkaste-
lualueen rajapinnaksi jokin silmukan reunakéyrén rajoittama pinta.

Yksinkertainen esimerkki tilanteesta, jossa skalaaripotentiaali ei ole pai-
kan yksiarvoinen funktio, on #drettomén pitkd suora virtajohdin. Jos joh-
din on z-akselilla, niin sylinterikoordinaateissa skalaaripotentiaaliksi kelpaa

¥ =—1¢/(2m), jolle P(¢) # ¥(¢ + 2).
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Magneettinen skalaaripotentiaali eroaa sdhkdoisesta siind, ettd jalkimmai-
sella on selvé fysikaalinen tulkinta: se antaa varauksellisen hiukkasen poten-
tiaalienergian sihkostaattisessa kentdsséd. Magneettikentéissé tillaista tulkin-
taa ei ole.

5.6 Lorentzin voima

Palautetaan mieleen origossa olevan varauksen ¢ pisteessd r olevaan va-
raukseen ¢ aiheuttama Coulombin voima
I qur

F. = ——. 5.84
© dweg 2 r (5:84)

Tassd molemmat varaukset ovat levossa. Jos varaukset liikkuvat vakiono-
peuksilla v ja vi, aiheuttaa varaus g; varaukseen q magneettisen voiman

F,, = 04, <v1 X r) : (5.85)
T

Témén voi péatella soveltamalla formaalisti kahden virtasilmukan vélisté
magneettista voimaa (5.27) infinitesimaalisille virta-alkioille. Tulos on luon-
nollisesti myos todennettavissa kokeellisesti.

Magneettinen voima voidaan myds lausua muodossa (vrt. virtasilmukat)
F,,=qvxB, (5.86)

missd B on magneettivuon tiheys

_ HFoq r
= gV X . (5.87)

Superpositioperiaate pdtee myos magneettikentéin tapauksessa.

Yhteenlaskettua sihkoistd ja magneettista voimaa
F=¢E+vxB) (5.88)

kutsutaan Lorentzin voimaksi. Lauseke on voimassa my06s ajasta riippuvil-
le kentille. Magneettinen voima on aina kohtisuorassa hiukkasen nopeutta
vastaan, joten v - F,,, = 0. Magneettikentta ei siis tee tyota varattuun hiuk-
kaseen. Jos halutaan muuttaa varauksellisen hiukkasen liike-energiaa, tarvi-
taan aina sdhkokentté, vaikka se luotaisiinkin muuttuvan magneettikentian
avulla.

Tésséd on hyva muistaa, ettd niin liike-energia kuin sdhkokenttikin ovat
koordinaatistosta riippuvia suureita. Sihkokentéin koordinaatistomuunnok-
siin tutustutaan ldhemmin suhteellisuusteorian yhteydessé.
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Koska eopo = 1/c?, niin

1
F,, KLER <V1 X r) . (5.89)

dmey T2 ¢ c 7

Verrataan magneettista ja sidhkoistd voimaa toisiinsa:

F,, VU1

— < =, 5.90

F., " cec¢ ( )
Tavallisilla nopeuksilla liikkuville varauksille sdhkoiset voimat ovat paljon
suurempia kuin magneettiset voimat. Magneettiset voimat eivéit kuitenkaan
ole merkityksettomié, silld vaikka aine on yleensé sidhkoisesti neutraalia, se
saattaa olla voimakkaasti magnetoitunutta.

q L» F.

Kuva 5.2: Rikkooko elektrodynamiikka litkem#aréin sdilymislakia?

Lopuksi esitetdén ongelma, johon palataan luvussa 9 (kuva 5.2). Kaksi
samanmerkkistd varausta (¢ ja g2) liikkuu hetkellisesti negatiivisten - ja
y-akselien suuntaan. Hiukkasten vililla on sdhkdinen poistovoima F.. Va-
rauksen ¢; aiheuttama magneettikentti varauksen ¢o kohdalla osoittaa sivun
siséén ja magneettinen voima F,, oikealle. Vastaavasti varauksen go aiheut-
tama magneettikenttd varauksen g; kohdalla osoittaa sivulta ulospéin ja
magneettinen voima yldspéain. Siispd varauksen ¢; varaukseen ¢o kohdista-
ma sihkomagneettinen kokonaisvoima ei ole vastakkaissuuntainen varauksen
g2 varaukseen ¢; kohdistamaan voimaan. Onko jouduttu ristiriitaan Newto-
nin kolmannen lain kanssa ja sité tieté ristiriitaan liikkemé&éran siilymislain
kanssa?



