Luku 4

Sihkostaattinen energia

Voiman, tyon ja energian kisitteet ovat keskeisié fysiikassa. Sdhko- ja mag-
neettikenttid mitataan voimavaikutuksen kautta. Kun voima vaikuttaa va-
raukselliseen hiukkaseen, se tekee tyoté ja hiukkasen energia muuttuu. Ku-
ten mekaniikassa, my0s elektrodynamiikassa energia voidaan jakaa liike- ja
potentiaalienergiaan. S&hkdstaattinen energia on potentiaalienergiaa. Kun
varaus ¢ siirtyy pisteestd A pisteeseen B sidhkostaattisessa kentédssi, kentta
tekee tyon
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Tyo6n ja energian SI-yksikko on joule (J), joka on sama kuin wattisekunti
(Ws). Tyo on myos varaus kertaa sdhkoinen potentiaali, jonka yksikké on
CV tai elektronivoltti (eV). Koska elektronin varaus on 1,6022-1071 C, on
leV =1,6022-10719].

4.1 Varausjoukon potentiaalienergia

Varausjoukon sdhkostaattisella energialla tarkoitetaan systeemin potentiaa-
lienergiaa verrattuna tilanteeseen, jossa kaikki varaukset ovat d#drettomén
kaukana toisistaan. Energia saadaan laskemalla yhteen tyo, joka tehdién,
kun kukin varaus tuodaan yksitellen paikalleen varausjoukkoon. Koska alun-
perin tarkasteltavassa systeemissé ei ole varauksia, ensimméinen varaus ¢
saadaan pisteeseen rj ilman tyotd, W1 = 0. Toisen varauksen ¢, tuominen
merkitsee tyontekoa voimaa F = qiry/4meg|r|? vastaan, joten varauksen
sijoittamiseksi pisteeseen ro on tehtava tyota
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Kolmannelle varaukselle

q1 q2
W3 = g3 ( + )
dmegrsy  4megrss

ja niin edelleen kaikille N kappaleelle varauksia. Koko systeemin séhkostaat-
tinen energia U on

vy =y (3 ). 19

Summaus voidaan jirjestdd uudelleen muotoon

o1 (S ).

47T€07“jk

missd 3" merkitsee, etté termit j = k jétetéisin pois. Energia voidaan siis
ilmaista varaukseen j vaikuttavien kaikkien muiden varausten potentiaalin

N
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Séhkostaattinen potentiaali ei siis ole aivan sama asia kuin potentiaalie-
nergia. Se voidaan kuitenkin tulkita potentiaalienergiaksi yksikkdvarausta
kohti. Jatkossa my6s staattiselle magneettikentélle ja dynaamisille sdhko-
magneettisille kentille tullaan johtamaan potentiaaliesityksid ja oppimaan,
ettd niille tallaista tulkintaa ei ole.

4.2 Varausjakautuman sihkostaattinen energia

Tarkastellaan seuraavassa jatkuvia varausjakautumia. Osa varauksista voi
olla johteiden pinnalla ja lisiéiksi systeemissd saa olla eristeitd, mutta ne
on oletettava lineaarisiksi. Syy tdhin on, ettd epélineaarisilla eristeilld va-
raussysteemin kokoaminen riippuu tiesté, jota pitkin kukin varaus tuodaan
ddrettomyydesta tarkastelualueeseen.

Suoraviivaisimmin energian lausekkeen saa yleistamélla diskreettien va-
rausjakautumien tulokset jatkuville jakautumille eli muuttamalla summa
integraaliksi:

U=z /V () p(r) dV . (4.7)
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Téssé ei ole kirjoitettu erikseen nékyviin mahdollisia pintavarauksia tai dis-
kreettejd pistevarauksia. Johdekappaleet on kéyténnollistd késitelld erik-
seen, sillé staattisessa tilanteessa niiden varaukset (); ovat kokonaan pin-
noilla S; ja kunkin johteen potentiaali ¢; on vakio:

1 1
U=-= dS = =-Q;0; . 4.8
3 [, oeds =3¢ (4.9
Varausjakautuman sdhkostaattinen energia on kaiken kaikkiaan

1 1
U:2/Vpg0dv+2;Qj90j, (4.9)

missé jalkimméisessd termissd summataan yli kaikkien johdekappaleiden.
Koska johdekappaleen pinnalla on suuri médrd varauksia, ei johdekappalei-
ta summattaessa kappaleen omaa osuutta (itseisenergiaa) voida jattdéd huo-
miotta, kuten edelld tehtiin yksittédisten varausten tapauksessa. Pistevaraus-
ten itseisenergia voidaan jattda huomiotta makroskooppisissa tarkasteluis-
sa, mutta aikoinaan muotoiltaessa kvanttitason elektrodynamiikkaa tésté
aiheutui varsin visaisia ongelmia.

Kondensaattorin energia

Oletamme kondensaattorit tutuiksi peruskurssilta. (HT: Kertaa asia, jos
se on péadssyt unohtumaan.) Kondensaattorin varauksen ja potentiaalie-
ron vilistd suhdetta C' = Q/Ap kutsutaan kondensaattorin kapasitanssiksi.
Kondensaattorin energia voidaan ilmaista muodossa
1 1 Q?
o

1 1 2 _

5 (4.10)

4.3 Sihkostaattisen kentéin energia

Edelléoleva tarkastelu edellyttédé potentiaalin tuntemista koko systeemissa.
Usein tunnetaan kuitenkin sdhkokenttd ja halutaan maérittdd sen avulla
sdhkostaattinen energia. Eristeissd p = V-D ja johteiden pinnalla ¢ = D -n,
jolloin

1 1
U:f/QOV‘DdV—Ff/goD‘ndS. (4.11)
2 )y 2Js
Tilavuusintegraali lasketaan alueessa, jossa V - D # 0 ja pintaintegraali

on summa kaikkien johteiden pintojen yli. Muotoillaan tilavuusintegraalin
integrandia kirjoittamalla ¢ V-D = V- (¢ D) —D - V. Téssé oikean puolen
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jalkimmaéainen termi on +D - E ja ensimméisen termin tilavuusintegraali
voidaan muuttaa Gaussin lauseen avulla pintaintegraaliksi, jolloin saadaan

1 1 1
U—2 ¢an$+f/ﬁDamv+f/¢qus. (4.12)
2 Js+s 2 Jv 2Js

Téssé pinta S + 5" on koko tilavuutta V' rajoittava pinta, joka muodostuu
johteiden pinnoista S ja tilavuuden V ulkopinnasta S’. Molemmissa tapauk-
sissa n’ osoittaa ulospiin tilavuudesta V. Viimeisen integraalin n puolestaan
osoittaa johdekappaleista ulospéin eli tilavuuden V' sisédén. Integraalit joh-
dekappaleiden pintojen yli kumoavat siis toisensa.

Pinnan S’ yli laskettava integraali hividi, kun pinta vieddén kauas va-
rausjakautumasta. Kaukana ¢ oc 1/r ja D(r) o 1/r? ja pinta-alkiolle puoles-
taan pitee dS o 72. Téllsin [ D - n'dS| o< 1/ eli integraali katoaa r:m kas-
vaessa. (Huom. Taméi pétee vain staattisille kentille. MyShemmin tutustu-
taan séteilykenttiin, jotka kuljettavat energiaa mukanaan darettomyyksiin.)

Energian lauseke on siis
1
U:f/D‘EdV. (4.13)
2Jv

Téssd V on koko avaruus siséltéden myos johdekappaleet, joiden sisdlld E = 0.
Lausekkeen integrandi on sdhkdstaattinen energiatiheys:

u=;D-E. (4.14)

Koska on oletettu lineaarinen véliaine, tdmé voidaan kirjoittaa myos

L .o
u=—-eb"=—-—. 4.15
2 2 € ( )
Huom. Sovellettaessa tétd formalismia systeemiin, jossa on pistevarauksia,
niiden &#reton itseisenergia on vihennettdva eksplisiittisesti.

HT: Laske homogeenisen varauspallon sdhkdstaattinen energia kolmella eri
tavalla: kokoamistyolld, energiatiheyttéd integroimalla, potentiaalin ja va-
raustiheyden tuloa integroimalla.

HT (vaikea): Kuuluuko sidhkostaattinen energia hiukkasille vai kentélle?

Toinen tapa johtaa tulos (4.14) on esitetty yksityiskohdittain CL:n lu-
vussa 5.2. Léhdetaén liikkeelle varausjakautumasta p(r) ja tehddén siithen
pieni hiirio dp. Hairioon liittyy tyo

6U:/@®ﬂﬂw’ (4.16)
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ja siirtymékentta 6D, jolle V - (D) = dp, joten osittaisintegroimalla lause-
ketta (4.16) saadaan

6U:/(V-5D)<pdV:/E-5DdV. (4.17)
Tarkastellaan sitten yksinkertaista véliainetta (D = €E), jolloin
1
E. /D = 5 e0E?, (4.18)
joten
1 1
6U:5§/6E2dV:5§/E-DdV (4.19)
mistéd saadaan . )
U:§/6E2dV:§/E-de. (4.20)

Té&ssd on oletettu, ettd tarkasteltava systeemi on mekaanisesti jaykké, jo-
ten yksinkertaisellekin viliaineelle energiatiheyden lauseke (4.14) on vain
approksimaatio. Epéilineaarisille viliaineille energia on laskettava suoraan
lausekkeesta (4.17). Tamaé liittyy jdlleen hystereesi-ilmioon.

Esimerkki. Ionikiteen sdhkostaattinen energia

Tarkastellaan tavallista ruokasuolaa (NaCl, kuva 4.1). Kokeellisesti tiede-
tésin, ettd suolan hajottaminen Na™- ja Cl -ioneiksi vaatii energiaa 7,92
eV molekyylid kohti. Lasketaan, onko tdmé& sama kuin yhden molekyylin
sihkostaattinen potentiaalienergia kaikkien muiden kiteen ionien kentéssa.

000060
90000 g

Kuva 4.1: NaCl-kiteen poikkileikkaus.

Yhden NaT-ionin potentiaalienergia on

1 eq;
U == — 4.21
! 2 1:21 47T€0’I“i ( )
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missé ¢; on te (e = alkeisvaraus) ja r; on kunkin ionin etdisyys origoon
sijoitetusta NaT-ionista. N voidaan turvallisesti olettaa direttomiksi mak-
roskooppisille kiteille. Koska halutaan yhden molekyylin potentiaalienergia
U, on laskettava summa U = 2U:

v=% 4 (4.22)
i=1

degr;

Rontgendiffraktiokokeista tiedetédn, ettd ionit ovat kuutiohilassa, jossa
kuution sivun pituus a on noin 2,82 - 1071 m. Koska e?/(4mega) ~ 5,1eV,
niin suuruusluokan puolesta ollaan oikeilla jéljilld. Energian lauseke voidaan
kirjoittaa summana

62 i (_1)m+n+P ( )
U= 4.23
47T€0a M pm— 00 m2 + 77,2 + pg ’
misséd ei pidd ottaa mukaan termid m = n = p = 0. Numeerisesti saa-

daan U ~ —1,747 €?/(4mepa) ~ —8,91 eV. Tamé on hieman liian suuri
arvo, koska edelld ei otettu huomioon hyvin ldhelld toisiaan olevien ionien
vililla vallitsevaa poistovoimaa. Sen vaikutus pienentdd molekyylin hajotta-
miseen tarvittavaa energiaa. Liséksi pieni korjaus tulisi ottamalla huomioon
kidevérahtelyistd johtuva liike-energia. Oikea fysiikka on aina vihén hanka-
lampaa kuin alkeisesimerkit!

Esimerkki. Eristekappaleen energia

Oletetaan, ettd muuten tyhjissid avaruudessa on varausjakauman po(r) ai-
heuttama sdhkokenttd Eg. Tuodaan avaruuteen yksinkertaisesta aineesta
muodostuva eristekappale V; (permittiivisyys €;) siten, ettd alkuperiisen
kentén Eg aiheuttava varausjakauma ei muutu. Ennen eristekappaleen tuon-
tia sdhkostaattinen energia on

1
Uy = 5/EO Dy dV, (4.24)
missd Dy = ¢gEg. Kappaleen tuonnin jilkeen energia on
1
U1=§/E-de. (4.25)

Energioiden erotus U = U; — Uy voidaan kirjoittaa muotoon

1 1
Uzi/(E-Do—D-EO) dV+§/(E+E0)-(D—D0) dv.  (4.26)
Jalkimmaéisessé integraalissa voidaan kirjoittaa E + Eg = —V (Téssé ¢ ei

ole fysikaalinen potentiaali vaan jokin skalaarifunktio.) Integrandiksi tulee
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osittaisintegroinnin jilkeen lauseke ¢V-(D—Dy). Tédméi on nolla, koska alku-
perdinen varausjakauma pg oletetaan muuttumattomaksi. Energian muutos
on siis

U:;/(E-DO—D-EO)dV. (4.27)

Huomataan vield, ettd integroimisalue on ainoastaan V7, silld sen ulkopuo-
lella D = ¢E. Integrandiksi tulee siis —%(el —e)E-Ey = —%P - Eq po-
larisoituman mééritelmén perusteella. Ulkoiseen kenttédédn Eg tuodun eris-
tekappaleen energiatiheys on siten u = —%P - Eg. Tuloksen avulla voidaan
padtelld, mihin suuntaan kappale pyrkii liikkumaan.

4.4 Sahkokentidn voimavaikutukset

Séhkokenttd madriteltiin alun perin operatiivisesti voimavaikutuksen kaut-
ta. Johdetaan nyt voimavaikutus sihkostaattisesta energiasta. Oletetaan
eristetyn systeemin kaikki energia sdhkostaattiseksi energiaksi. Voiman F
tekemé tyo systeemin pienessé siirroksessa dr on

AW =F - dr. (4.28)

Koska systeemi on eristetty, tdmé tyo on tehtédva sdhkostaattisen energian
U kustannuksella:

AW = —dU . (4.29)

Koska dU = B dr = VU - dr, voima on energian gradientin vastaluku:
r

F=_VU. (4.30)

Jos voima puolestaan kiertdé systeemia kulman d@ verran (vrt. vakipyoré),
tehty ty6 on
dW =71 -d@, (4.31)

missd 7 on vidntomomentti, joka saadaan siis energian negatiivisena gra-
dienttina kiertymékulman suhteen:
ou

T=-20l0 (4.32)

Koska systeemi on eristetty, gradientit lasketaan olettaen varaus () vakioksi.

Kéytannosséd sdhkostaattiset systeemit eivét useinkaan ole eristettyjé,
vaan muodostuvat esimerkiksi johdekappaleista, jotka pidetédén kiintedssd
potentiaalissa ulkoisen energialdhteen (pariston) avulla. Siirtykoon osa sys-
teemista jilleen sdhkoisten voimien vaikutuksesta. Nyt

AW = dW, — dU, (4.33)
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missé dW} on pariston tekemé tyo. Johdekappaleille U = (1/2) > piQy-
Koska ulkoinen paristo pitéia johdekappaleet samassa potentiaalissa, saadaan

1
dU = 5 > 9idQ; . (4.34)
J

Toisaalta paristosta saatava ty6 on yhtd suuri kuin tyo, joka tarvitaan
siirtdméén varauksen muutos d(; nollapotentiaalista johdekappaleen po-
tentiaaliin:

AWy, =) ¢;dQ; = 2dU (4.35)
J

eli voima on

F = (VU),. (4.36)

Alaindeksi ¢ viittaa siithen, ettd ulkoinen energialihde pitdi johdekappalei-
den potentiaalit vakioina siirroksen dr ajan. Huomaa merkkiero eristetyn
systeemin voiman lausekkeeseen.

Esimerkki. Levykondensaattorin sisilld olevaan eristepalkkiin vai-
kuttava voima

Olkoon kondensaattorin levyjen sisélld koko kondensaattorin tayttavé eris-
tepalkki, jonka permittiivisyys on e (kuva 4.2). Kondensaattorin levyjen
etdisyys on d, niiden pituus L ja leveys w. Ulkoinen virtaldhde pitdd kon-
densaattorin jénnitteen vakiona Ay. Lasketaan, kuinka suuri voima vetéds
palkkia kondensaattoriin.

F
d TE<7

FTFFFFTFFFFFFFFFFFFFFFFFFFFF T T

L—x X

A
\/

Kuva 4.2: Eristepalkki levykondensaattorin sisalla.

Kondensaattorissa on seké ilmassa etté eristeessa sama sihkokenttd F =
Ap/d, joten sen energiasisélté on

1
U=~ / eE2dV (4.37)
2 v
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jattamalld kondensaattorin reunavaikutukset huomiotta. Systeemin energia
kuvan tilanteessa on

Ul =3 2

A\ 2 Ao\ 2
(Lp) wrd + 2 <<,0> w(L —z)d. (4.38)
d d
Voima ou A )2
_ _€—¢€ ) €& — 1 9
i w =5 eoF wd (4.39)

osoittaa kasvavan x:n suuntaan vastustaen ulosvetdmista.

HT: Miten tdmén voi selittaé eristepalkkiin indusoituvien varausten avulla?

4.5 Maxwellin jannitystensori sihkostatiikassa

Tutustutaan lopuksi tyylikkédseen tapaan laskea voimavaikutukset jannitys-
tensorin avulla. Oletetaan, ettd muuten tyhjéssi avaruudessa on staattinen
sihkokenttd E ja déarellisessé alueessa V' varausjakautuma p. Alueeseen V
vaikuttava kokonaisvoima on Coulombin lain mukaan

F— /V p(D)EdV = /V £(r)dV, (4.40)

missé f = pE = ¢y(V - E)E on voimatiheys eli voima tilavuusalkiota kohti.
Jélleen kerran pyritdéin muuttamaan tilavuusintegraali pintaintegraaliksi.

Todetaan ensin, ettéa
1
fe = €0 5a,,c(E;) +0,(EyEy) + 0,(E.E;) — B,0,F, — E,0.E,| . (4.41)
Koska séhkostaattinen kenttd on pyorteeton eli V x E = 0, niin
OBy =0yE,, OE,=0.E,, 0.FE,=0,F,. (4.42)

Saadaan )
fo = €0(0.(F? — 5132) + 0y(EyEy) + 0.(E.Ey)) (4.43)

ja vastaava tulos muille komponenteille.

Vektorilaskennasta tunnetaan divergenssiteoreeman sukuinen tulos:

/vadV:/avnwdS. (4.44)

Tédmén avulla saadaan kokonaisvoiman z-komponentiksi

1
F, = / fz(r)dV = € / {nx(Ei - 5E2) +nyEyEy +n,E.E,| dS (4.45)
\% S
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ja koko vektoriksi
1
F:/gmymE—?wﬁww. (4.46)
S

Alueeseen V' vaikuttava kokonaisvoima F voidaan siis korvata vain alu-
een pintaan S kohdistuvalla pintavoimalla F¥, jonka pintatiheyden f° i-
komponentti on

3
fZ-S = Z Tijnj s (4.47)
j=1
missé on médritelty Mazwellin jinnitystensori T, jonka komponentit ovat
1
T‘ij = Eo(EZ'Ej — 5513E2) . (448)

Voimatiheys voidaan antaa tdmén tensorin divergenssiné:
3
fi=>Y_0,T;. (4.49)
j=1

Voimien F ja F¥ ekvivalenssin toteamiseksi on vield osoitettava niiden
momenttien yhtdsuuruus mielivaltaisen pisteen suhteen. On siis ndytettiva,
etti N = [,,r x f dV on sama kuin N¥ = [yr x £9 dS. Laskennallisesti
suoraviivainen todistus perustuu jdnnitystensorin ja permutaatiosymbolin
kiayttoon, mutta jaakoon se omakohtaiseksi harjoitustehtéivaksi.

Esimerkki. Johdepalloon vaikuttava sihkdstaattinen voima

Asetetaan ohut johtava pallonkuori (séde a) homogeeniseen sihkokenttéan
Eg. Sdhkokenttd madritettiin jo luvussa 2. Pallon pinnalla sdhkokentélld on
vain radiaalinen komponentti E, (r = a) = 3Ey cos §. Harjoitustehtévéksi jad
osoittaa jannitystensorin avulla tai muulla tavalla padttelemélld, ettéd staat-
tisessa sdhkokentéssd olevaan johdekappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima
on

1
F:f/%Ew, (4.50)
2Js

missé og on varaustiheys johteen pinnalla S. Symmetrian perusteella pallon
ylempédn puoliskoon (0 < 6 < 7/2) vaikuttava voima on z-akselin suun-
tainen (Flie,) ja alempaan puoliskoon (7/2 < 6 < 7) vaikuttava voima on
F_ = —F .. Koska pallon pinnalla o5 = €gF;(a), niin

1
F, = /ez : 560Ef(a)erd5

22 or /2
= Qegg’oa/ dqﬁ/ df sin 6 cos® 0 (4.51)
0 0
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