Luku 2

Staattinen sihkokentta

Tésséd luvussa tutustutaan sihkovarausten aiheuttamaan staattiseen sahko-
kenttdan. Asia on tuttua peruskursseilta, mutta seuraavassa laskennallinen
késittely on huomattavasti jareampéad. Nyt kannattaa olla kérsivéllinen, silla
hyvin opittu sidhkostatiikka helpottaa jatkossa magnetostatiikan omaksu-
mista. Téssd luvussa opitaan myos ratkaisemaan potentiaaliongelmia mene-
telmilld, joista on hyotyd muillakin fysiikan aloilla. Samoilla yhtdiloilld on
samat ratkaisut, esiintyivatpa ne sitten sdhkoopissa, virtausmekaniikassa,
lampoopissa tai kvanttifysiikassa!

2.1 Sidhkoévaraus ja Coulombin laki

Maailmankaikkeudessa on tietty maéri positiivisia ja negatiivisia sdhkova-
rauksia. Nykytietdmyksen mukaan niité ei voida h&vittda eikd luoda. Min-
kédn suljetun systeemin varausten mééra ei siis voi muuttua. Kéytinnossa
useimmat systeemit ovat neutraaleja, eli niissd on yhtd paljon positiivisia ja
negatiivisia varauksia. Makroskooppisen kokonaisuuden varauksella tarkoi-
tetaan yleensé sen nettovarausta eli poikkeamaa neutraalisuudesta. Netto-
varaus séilyy, ellei systeemi ole vuorovaikutuksessa ympéristonsa kanssa.

1700-luvun lopulla oli opittu, ettd varauksia on kahta lajia, joita nykyi-
sin kutsutaan positiivisiksi ja negatiivisiksi. Charles Augustin de Coulomb
muotoili kokeisiinsa perustuen lain:

Kaksi pistevarausta vaikuttavat toisiinsa voimilla, joiden suunta on
niitd yhdistdvin suoran suuntainen ja kddntden verrannollinen va-
rausten vdlisen etdisyyden nelioin. Voimat ovat verrannollisia va-
rausten tuloon siten, ettd samanmerkkiset varaukset hylkivdt toisiaan
ja erimerkkiset vetdvdt toisiaan puoleensa.
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Fyysikkoslangissa puhutaan varauksista, vaikka parempi termi olisi “varauk-
sellinen hiukkanen”.

Nykyaikaisin merkinnoin kirjoitettuna Coulombin laki kertoo, ettéd va-
raus go vaikuttaa varaukseen q; sdhkdstaattisella voimalla

q192
F1 =k 3 rio, (21)

T12
missid rip = r; — ro on varauksesta ¢p varaukseen ¢ osoittava vektoril.
Séhkostaattinen vuorovaikutus noudattaa voiman ja vastavoiman lakia. Jos
varaukset liikkkuvat, tilanne muuttuu monimutkaisemmaksi, mutta siihen pa-

lataan myShemmin.

Jos varauksia on useita, varaukseen ¢; vaikuttaa voima

N
qi4;
F, = kZ%rij. (2.2)
i i
Tama laki ilmaisee my0s voimien kokeellisesti oikeaksi todetun yhteenlas-
kuperiaatteen eli superpositioperiaatteen.

Coulombin laki edellyttéiéd vuorovaikutuksen vélittymisté darettomén no-
peasti koko avaruuteen. Tdmé on approksimaatio, koska mikéén tieto ei ete-
ne tyhjiossa valoa nopeammin. Toisaalta valonnopeuden suuren arvon vuoksi
staattisuus on aivan kelvollinen oletus monissa kidytdnnon tilanteissa.

Verrannollisuuskerroin k riippuu kdytetystéd yksikkojéarjestelmésta. Sah-
kdopissa kdytetdén yha usein cgs-yksikoitd (Gaussin yksiko6ité), joissa k = 1.
Téll6in varauksen yksikko maéritelldén siten, ettd se aiheuttaa 1 cm etéisyy-
delld 1 dynen voiman (1dyn = 107> N) toiseen yksikkovaraukseen. Me kiy-
tdmme Sl-yksikoita eli MKSA-jarjestelméd, jossa

1

 dwep

(2.3)

missi eg ~ 8,854 - 1072 Fm™~! on tyhjion permittiivisyys. Titen kertoimen
numeroarvo on k ~ 8,9874-10° N m? C~2 (muistisiinto: 9-10° SI-yksikko).
Naissa yksikoisséd sihkovirta on perussuure. Palataan siihen tuonnempana,
mutta todettakoon téssé, ettid virran SI-yksikko on ampeeri (A) ja varauk-
sen yksikko coulombi (C = As). ep:n yksikko on faradi/metri (Fm~! =
C?2N~1m™2).

Coulombin laki perustuu kokeellisiin havaintoihin ja voisi siten olla esi-
merkiksi 1/r2-riippuvuuden osalta vain likimésrdinen tulos. Kuten jo ai-
emmin todettiin modernin fysiikan teoreettiset perusteet ja erittdin tarkat

1Vektoreita merkitésn lihavoiduilla symboleilla. Myés késin kirjoitettaessa kuuluu fy-
sitkassa hyviin tapoihin erottaa selvisti vektorit skalaareista vaikka piirtamélld viiva sym-
bolin yldpuolelle tai mato sen alle. Matemaatikot eivét aina tdmmoisistd tavoista piittaa.
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mittaukset viittaavat sithen, ettii 1/r2-riippuvuus on tismillinen luonnon-
laki. My&s painovoima riippuu et#isyydestd kuten 1/r2, mutta on olemassa
vain yhdenmerkkistd massaa. Liséiksi se on paljon sdhkdstaattista voimaa
heikompi.
HT: Vertaa kahden elektronin vilistd sdhkostaattista ja gravitaatiovoimaa
toisiinsa.

Tarkastellaan sitten varausta itseddn. Mitattavissa oleva varaus on kvan-
tittunut yhden elektronin varauksen suuruisiin kvantteihin. Makroskooppi-
sessa mielessd alkeisvaraus on erittiiin pieni (e ~ 1,6019 - 10719 C). Kvar-
keilla on £1/3 ja £2/3 e:n suuruisia varauksia, mutta ne néyttévit olevan
aina sidottuja toisiinsa siten, ettéd kaikkien alkeishiukkasten varaukset ovat
+e:n monikertoja ja elektronin varaus on siten pienin luonnossa vapaana
esiintyvé varaus.

HT: Kertaa peruskurssilta Millikanin koe.

varaus [C]
elektroni 1,6019 - 10~ 19
pieni kondensaattori 1077
1 A virta sekunnissa 1
salamaniskun kuljettama varaus 1-100
auton akusta saatavan virran kuljettama varaus 10°
maanpinta 106

Taulukko 2.1: Sihkovarausten suuruuksia ja suuruusluokkia. HT: Mieti,
miké ylldpitdd maanpinnan varausta.

Yksikkdvarauksen pienuudesta johtuen makroskooppinen varausjakautu-
ma muodostuu yleensé suuresta joukosta alkeisvarauksia (ks. taulukko 2.1).
Nainollen varaustiheys on hyodyllinen késite. Kolmiulotteisessa avaruudessa
se médritelladn muodollisesti

Ag
= i — 2.4
P= V50 AV (24)
ja pintavaraustiheys vastaavasti
Ag
= 1l — 2.5
7T A850 NS (25)

misséd V on tarkasteltava tilavuus ja S tarkasteltava pinta. Jos tilavuudes-
sa V on varausjakautuma p ja pinnalla? S pintavarausjakautuma o, niin
pisteessé r olevaan varaukseen ¢ vaikuttaa voima

q r—r q r—r

F, = N dv!
dmeg Jv \r—r’|3p(r) +

g 4MOSh_ﬂwﬁmwh (2.6)

2Tilavuutta V rajoittavaa pintaa (tilavuuden reunaa) merkitéin usein V. Muista aina,
ettd tdrkedmpidd kuin kdytetyt merkinnédt on yhtéldiden kuvaama fysiikka!
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2.2 Sihkokentta

Séhkostaattinen vuorovaikutus on luontevaa ajatella kaksivaiheiseksi: staat-
tinen systeemi aiheuttaa kentén E(r), joka vaikuttaa pisteessi r olevaan
varaukselliseen hiukkaseen (varaus ¢) voimalla

F(r) = ¢E(r), (2.7)

joka voidaan mitata. Sdhkostatiikalle tyypillinen kokeellinen ongelma on,
ettd kenttddn tuodaan ylimédrdinen varattu kappale. Se voi vaikuttaa huo-
mattavasti sithen varausjakaumaan, joka aiheuttaa kentdn. Sanotaan, etté
kappaleet polarisoituvat. Téméan vuoksi useat oppikirjat puhuvat pienistd
testivarauksista, jotka eivat vaikuta kentén aiheuttajaan. Sdhkokentdn voi-
makkuuden mééiritelma ei kuitenkaan edellyté testivarauksen késitetté.

HT: Kuinka painovoima eroaa tésséd suhteessa sihkostaattisesta voimasta?

Yksittéisten varausten ja varausjakautumien yhteenlaskettu sihkokentta
on voimien yhteenlaskuperiaatteen nojalla

r—r; 1 / r—r N e
E dv
(x) 47r60 Zq r—r,]3 dmeg Jv ]r—r’\3p(r)
1 r—r ,
ds’. 2.8
47‘(’60/5 \r—r’|3a(r) 28)

Téssé vaiheessa on syytéd tehdéd itselleen kristallin kirkkaaksi lausekkeessa
esiintyvien vektorimuuttujien merkitykset. Vektori r on kentén E(r) havain-
topiste. Vektori r’ kiy lédpi kaikki jatkuvan varausjakauman pisteet eli se on
integroimismuuttuja. r; on puolestaan yksittédisen pistevarauksen paikka.

Yksittaiset pistevaraukset voidaan késitelld samalla tavalla kuin varaus-
jakautumat ottamalla kayttéon Diracin deltafunktio 6(r), jolloin pisteessi
r; olevaan varaukseen ¢; liittyvd varaustiheys on p(r) = ¢;0(r — r;). Delta-
funktion tutuiksi oletettuja perusominaisuuksia ovat

o(r) = 0, josr#0 (2.9)
/ F(0)(r —ro)dV = F(ro). (2.10)

Periaatteessa sidhkokentté voidaan siis maarittéad laskemalla kaikkien va-
rausjakautumien ja yksittédisten hiukkasten aiheuttamat kentét. Kdytannos-
sé tdma on usein tdysin ylivoimainen tehtéva. Faraday otti kdyttoon kenttd-
vitvan késitteen. Vektorikentédn kenttdviiva on matemaattinen kéyrd, joka
on jokaisessa pisteessd kyseisen vektorin suuntainen. Kenttéviiva on mééri-
telty, kun sen aloituspiste on valittu, ja se jatkuu ddrettémén kauas, ellei sitéa
ennen tormété pistevaraukseen, joka on kenttdviivan pédtepiste. Parhaiten
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kenttaviiva soveltuu divergenssittomin kentén kuten magneettikentén ku-
vaamiseen, koska silloin kenttéviivojen tiheys kuvaa kentén voimakkuutta,
jos kenttéviivojen aloituspisteet valitaan sopivasti. Séhkokenténkin tapauk-
sessa kenttaviivaesitysta voi kidyttid, jos haluaa. On kuitenkin muistettava,
ettd kenttéviiva ei ole itsendinen fysikaalinen olio vaan ainoastaan tapa ha-
vainnollistaa vektorikenttéd, joka on varsinainen fysikaalinen suure.

2.3 Sihkostaattinen potentiaali

Vektorianalyysin alkeista tiedetdén, etté

r—r

VX-—r
v —r/|3

=0, (2.11)

joten staattisen sdhkokentén roottori hiviai:
VxE(r)=0. (2.12)
Sahkokentta voidaan siis esittdéd sahkdstaattisen potentiaalin ¢ avulla:
E(r) = —Vep(r). (2.13)
Pisteessé ry sijaitsevan hiukkasen aiheuttama potentiaali on siten

_ 1 {0l
dmeg v —1y|’

o(r) (2.14)

kun sovitaan, ettd potentiaali hivida darettomyydessé. Vastaavasti mielival-
taiselle varausjoukolle saadaan

1 & g 1 p(x) ., 1 o(r') o
p(r) = > + / ] dv'+ / 7 s’ . (2.15)

lr —r;| 4dmeg Jv r—r 4mey Js |r —r

Séhkostaattinen kenttd on esimerkki komservatiivisesta voimakentésté.
(HT: Kertaa konservatiivisen voiman késite klassisen mekaniikan kurssil-
ta.) TAmé& merkitsee, ettid potentiaalienergia U eli voiman F viivaintegraali
annetusta vertailupisteesté ry tarkastelupisteeseen r

Ur) = —/r:F(r’) dr! (2.16)

on riippumaton integrointitiesti. Koska itse fysikaalinen suure sihkokentté
riippuu vain potentiaalin derivaatasta, potentiaalin nollakohdan voi valita
mieleisekseen. Standardivalinta on, ettd potentiaali havid dérettomyydessé,
mutta joskus, kuten drettomén pitkédn langan tapauksessa, jolloin potentiaali
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divergoi ddrettomyydessi, tita valintaa ei voi kiyttdd. Asettamalla p(rg) =
0 saadaan U(r) = g ¢(r).

Potentiaalin késitteesté on suurta hyotyé erilaisissa sihkokenttéan liitty-
vissé ongelmissa. Tdmé johtuu osaksi siité, ettd sihkokentén (vektorikentté)
integroiminen varausjakautumista on monimutkaisempi tehtévé kuin yksin-
kertaisemman potentiaalin (skalaarikentti) laskeminen. Potentiaali on vield
derivoitava, mutta se on helpompaa kuin integrointi. Merkittiva syy poten-
tiaalin kdyttokelpoisuudelle on myés se, ettd matematiikan potentiaaliteoria
tarjoaa koko joukon hyodyllisid apuneuvoja.

SI-jarjestelméssd voiman yksikko on newton (N) ja varauksen yksikko
on coulombi (C), joten sithkokentiin yksikké on N C~!. Energian yksikko on
puolestaan joule (J = Nm) eli sihkostaattisen potentiaalin yksikko on siten
J C~1. Sihkoopissa potentiaalin yksikkod kutsutaan voltiksi (V = JC™1) ja
sihkokentin yksikko ilmaistaan yleenss muodossa Vm™!.

2.4 Gaussin laki

Nyt olemme valmiita muotoilemaan ensimméisen Maxwellin yht&lén. Tutus-
tuessasi tdhén ensimmaisté kertaa on erittdin hyoddyllistd, ettd hahmottelet
itse asiaa havainnollistavat kuvat!

2.4.1 Maxwellin ensimméiinen yhtalo

Tarkastellaan origossa olevan pistevarauksen g kenttai

q r
Br) = o (2.17)

Olkoon V jokin tilavuus varauksen ympérilla ja S sen reuna. Integroidaan
sdhkokentdn normaalikomponentti reunan yli:

]{E.dS:%E.ndS: q j{r'nds, (2.18)
S S dmeg Js 13

missé n on pinnan S yksikkéulkonormaali. Nyt (r/r)-n dS on pinta-alkiovek-
torin dS = dS'n projektio r:d4 vastaan kohtisuoralle tasolle. Tadmé pinta-
ala jaettuna r2:lla on avaruuskulma-alkio df2, joka pallokoordinaatistossa
on sin 0 df d¢. Valitaan V:n sisdpuolelta origokeskinen pallo, jonka reuna on
S’. Infinitesimaalinen pinta-alkio dS” kattaa yhtd suuren avaruuskulman df2
kuin elementti dS, joten

r-n r-n
——dS = ds’ = dQ) =4 2.19
]2 73 s '3 s " (2.19)
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misté seuraa

fiE-IldS::q/qL (2.20)
S

Jos varaus on tilavuuden V ulkopuolella, se ei vaikuta pintaintegraaliin.
Téadmén nékee tarkastelemalla varauksen kohdalta kohti tilavuutta V avau-
tuvaa avaruuskulmaelementin df2 suuruista kartiota. Taémé kartio lapéisee
tilavuuden V' seké sisddn- ettd ulospéin ja pinta-alkioiden integraalit sum-
mautuvat nollaan.

Tulos yleistyy N:n varauksen parvelle:

1 N
E - ndS=— i 2.21
A 52 (2.21)

Jos suurta varausjoukkoa tarkastellaan varausjakautumana, voidaan pdV
ajatella alkioksi, joka tuo osuuden p dV/eq eli integroituna tilavuuden V' yli:

1

%Emw:f/pw; (2.22)
S €0 JV

mikd on peruskurssilta tuttu Gaussin laki integraalimuodossa.

Vektorianalyysin divergenssiteoreeman eli Gaussin lauseen mukaan riittavin
siistille vektorikentille u pétee

fmnwz/vqmw (2.23)
S 14

misséd n on tilavuutta V' ympéréivan pinnan S ulkonormaalivektori. Sovel-
letaan tédtd Gaussin lain vasemmalle puolelle, jolloin

1
/VEW:—/WW. (2.24)
\% € JV

Tamén téaytyy olla riippumaton tilavuuden V' valinnasta, eli
V-E=p/e. (2.25)
Tama on Gaussin laki differentiaalimuodossa eli Maxwellin ensimméainen

yhtils.?

2.4.2 (Gaussin lain soveltamisesta

Gaussin laki on kateva esimerkiksi tilanteessa, jossa voidaan pédtelld kentéan
olevan vakio jollain koordinaatiston tasa-arvopinnalla. Liséksi on tiedettéivé
kenttévektorin suunta.

3Maxwellin yhtélsita kutsutaan usein myds Maxwellin laeiksi.
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Pallosymmetrinen varausjakautuma

Pallosymmetrisessi tapauksessa varaustiheys on muotoa p = p(r), jolloin
sahkokenttéd on radiaalinen ja riippuu ainoastaan etéisyydesté origosta: E =
E(r)e,, mikéa on helppo pédtelld suoraan Coulombin laista. Tarkastellaan
Gaussin lakia pallokoordinaateissa, kun pinnaksi S valitaan r-séiteinen pallo:

T 27

j{E ds = //E (r*sinfdf dpe,) = 4nrE(r). (2.26)

Toisaalta pallon sisdéin jaa varaus

r w2

/pdV /// ("% sin Odr’ dfd ) = 471'/ p(r)r?dr’ (2.27)

joten pallosymmetrisen varausjakautuman sihkokenttd on

- / p(rVr2dr (2.28)

Sovelletaan tété tasaisesti varatulle R-séteiselle pallolle, jonka sisilld varaus-
tiheys on pg ja ulkopuolella nolla. Pallon kokonaisvaraus on @ = 47 R3pg/3.
Integrointi antaa sihkokentéiksi

Qr
<R: E =
rslt (r) dmeg R3
Q
: E = . 2.2
r>R (r) Tregr? (2.29)

Varausjakautuman ulkopuolella sihkokenttd on siis sama kuin origossa ole-
van pistevarauksen () kentt.

Viivavaraus

Esimerkkiné sylinterisymmetrisesté tapauksesta tarkastellaan pitkdd tasai-
sesti varattua ohutta lankaa, jonka varaustiheys pituusyksikkoa kohti on A.
Symmetrian perusteella sihkokentté on radiaalinen ja riippuu ainoastaan ra-
diaalisesta etdisyydesté. Tarkastellaan langan ympérilla olevaa r-séteisté sy-
linterié, jonka pituus on [. Integroitaessa sdhkokentén normaalikomponent-
tia sylinterin pinnan yli sylinterin pdit eivét tuota mitdédn. Vaipan pinta-
ala on 27rl ja sylinterin sisilld oleva varaus Al, joten Gaussin laki antaa
2rrlE, = N /e eli

B= 2 (2.30)

2megr
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Viivavarauksen kentti pienenee siis kuten r—!. Kent#in potentiaali on

A
—— " 2.31
© S n(r/ro), (2.31)

missé rog on vakio. Téssé tapauksessa ei siis voi valita potentiaalia nollaksi
darettomén kaukana.

Johdekappale

Kappaletta, jolla voi olla sisiistd varausta, kutsutaan eristeeksi (engl. di-
electric). Johteissa on puolestaan tarpeeksi liikkkuvia varauksia, jotka jat-
kavat liikettddn, kunnes sdhkokenttd kappaleen sisilld on nolla. Varaukset
joutuvat télldin kappaleen pinnalle, eli sisélla varaustiheys on nolla ja kap-
paleen mahdollinen nettovaraus on pintavarausta. Jotta tilanne olisi staatti-
nen, pinnalla olevan sihkodkentén téytyy olla pinnan normaalin suuntainen:
E,, = E,n, koska muuten varaukset liikkuisivat pitkin pintaa.

AE

Kuva 2.1: Pillerirasia johdekappaleen reunalla.

Sovelletaan Gaussin lakia sylinterinmuotoiseen pillerirasiaan (korkeus h),
jonka ulompi pinta yhtyy tarkasteltavan kappaleen pintaan ja jonka tilavuus
on hdS (dS =ndS, dS pohjan pinta-ala) (kuva 2.1). Saadaan

]{E'dS:En'ndS—Ei-ndS—k E-dS, (2.32)

vaippa

missd E; on kentté pillerirasian sisemmélld pinnalla, siis 0. Rajalla h — 0
integraali vaipan yli menee my6s nollaksi ja

1 ds
En-ndS:—/ pav =722 (2.33)
€0 JV €0



26 LUKU 2. STAATTINEN SAHKOKENTTA

Koska tdmén taytyy péted kaikilla pinta-alkioilla, on sdhkokentté johdekap-
paleen pinnalla suoraan verrannollinen pintavaraukseen:

E="n. (2.34)
€0
Harjoitustehtaviksi jad osoittaa, ettd mielivaltaisen johdekappaleen ympé-
réimassé tyhjassd onkalossa ei ole sdhkostaattista kenttaéd. Samoin jia mie-
tittdviksi, miksi tdmé on merkittdva tulos Coulombin lain kokeellisen tes-
taamisen kannalta.

HT: Laske tasaisesti varatun ddrettomén tason aiheuttama sdhkokentté ja
vertaa ylldolevaan tulokseen.

2.5 Sihkoéinen dipoli

Kuva 2.2: Séhkodipoli muodostuu kahdesta ldhekkéisestd samansuuruisesta
vastakkaismerkkisesté varauksesta.

Olkoon origossa varaus —q ja pisteessi d varaus ¢ (kuva 2.2). Téllsin po-
tentiaali pisteessd r on

q 1 1

o) = (g~ ) (2:35)

Tamaé lauseke on tdysin yleinen riippumatta varausten etaisyydesta. Sahkoi-
sella dipolilla tarkoitetaan raja-arvoa d — 0, miké on sama asia kuin dipolin
katselu kaukaa (|r| > |d|). Binomisarjan avulla saadaan

1 d
r—d! = [r2—2r-d+d2]*1/2:;(1+rr—2+...). (2.36)

Rajalla d — 0 potentiaali hividé, ellei g kasva rajatta. Pistedipoli on idea-
lisaatio, jonka varaus on nolla, mutta jonka dipolimomentti p = qd on
ddrellinen. Origossa olevan sihkodipolin potentiaali on siis

1 p'r

o(r) = pr— (2.37)
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Ottamalla tdstd gradientin vastaluku saadaan sdhkokentéiksi

1 3r-p p} 1 {3pcos€ p}
E(r) = _EF L _ - = 2.38
(r) 4reg { B T3 4re PRGN (2.38)

misséd 6 on dipolimomentin ja vektorin r vilinen kulma. Mydhemmin saa-
daan magneettiselle dipolille samanmuotoiset lausekkeet. Dipolikentén kent-
taviivat on hahmoteltu kuvaan 2.3.

Kuva 2.3: Dipolikentén kenttéviivat zz-tasossa. Dipoli sijaitsee origossa ja
on z-akselin suuntainen.

2.6 Sihkokentin multipolikehitelméa

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista varausjakautumaa p(r’) origon ym-
péristossi. Sen aiheuttama potentiaali pisteessé r on

o) = — / pWMdVﬂ (2.39)

Cdmeg Jvr—r

Kehitet#isn [r — r/|~! binomisarjaksi, kun r > r:
r—r/|7t = (@r—2r.-r 2)1/2

1 . 1 2r-r’+7”2

o or 2 r2 r2

Sijoitetaan timé potentiaalin lausekkeeseen, jitetdén r’:n toista potenssia

korkeammat termit pois ja jéirjestetéisin termit r’:n kasvavien potenssien mu-
kaan. Tdmé antaa potentiaalin multipolikehitelmén kvadrupolimomenttia

3

+8[F+m}. (2.40)
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myoten

or) = — {1 [ otyavi 5 [ xoyav

dmey | 7

3.3 1:6,‘.1:]‘
+ZZ§ 5

. /‘/(3x;x; —8r)p(xydv' . (2.41)
i=1j=1

missé x;:t ovat paikkavektoreiden karteesisia komponentteja ja 6;; on Kro-
neckerin delta
_ )0 i#g
0ij = { i, (2.42)

Multipolikehitelmén ensimmaéainen tekijé vastaa origoon sijoitetun varaus-
jakautuman osuutta potentiaaliin. Toinen tekija vastaa origoon sijoitettua
dipolimomenttien jakautumaa. Kolmas termi on muotoa

3.3 1{[,‘@'11,‘j
2.2 555 Qs

i=1j=1

missé Q;;:t ovat kvadrupolimomenttitensorin komponentit. Potentiaalin mul-
tipolikehitelmé& voidaan siis kirjoittaa sarjana

1 Q r-p 3.3 1 TiZj

r)= — + + ——= i+ ... p - 2.43
o) WO{T SRDM ML (2.43)
Kaukana varausjakautumasta potentiaali on likimain ensimméisen nollasta
poikkeavan termin aiheuttama potentiaali. Atomien ytimissd dipolimoment-
ti on nolla, mutta korkeammat multipolit ovat térkeitd ydinfysiikassa.

2.7 Poissonin ja Laplacen yhtélot

Sdhkostatiikka olisi aika suoraviivaista, jos tietadisimme kaikkien varausja-
kautumien paikkariippuvuudet. Néin ei kuitenkaan ole monissa kaytdnnon
ongelmissa. Koska V- E = p/¢y ja E = —V¢, Gaussin laki differentiaali-
muodossa vastaa matematiikan Poissonin yhtdlod:

Vip = —p/eo. (2.44)

Jos varaustiheys on nolla, niin Poissonin yhtélo yksinkertaistuu Laplacen
yhtdloksi:
Vi =0. (2.45)

Laplacen yhtélon toteuttavaa funktiota kutsutaan harmoniseksi.
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Poissonin yhtdlo voidaan ratkaista, jos varausjakautuma ja oikeat reu-
naehdot tunnetaan. Tarkastellaan sdhkostaattista systeemié, joka koostuu N
johdekappaleesta. Kunkin johteen pinnalla potentiaali on ¢;, ¢ =1,..., N.
Reunaehtoja on kahta perustyyppié:

1. Tunnetaan potentiaali ¢ alueen reunalla (Dirichlet’n reunaehto).

2. Tunnetaan potentiaalin derivaatan normaalikomponentti dp/dn alueen
reunalla (Neumannin reunaehto).

Selvitetddn, ovatko mahdollisesti 16ydettavit ratkaisut yksikésitteisié.
On selvid, ettd jos p1(r),. .., pn(r) ovat Laplacen yhtélon ratkaisuja, niin

p(r) = Cipi(r),
missé Cj:t ovat mielivaltaisia vakioita, on Laplacen yhtélon ratkaisu. Todis-
tetaan sitten seuraava yksikdsitteisyyslause:

Kaksi annetut reunaehdot tayttavid Poissonin yhtdlon ratkaisua ovat
additiivista vakiota vaille samat.

Tarkastellaan johteiden pinnat Sy, ..., Sy sisdénsi sulkevaa tilavuutta Vj,
joka on pinnan S sisdlld (pinta voi olla ddrettomyydessd). Olkoot 1 ja ¢
kaksi Poissonin yhtélon toteuttavaa ratkaisua, jotka tédyttdvat samat reu-
naehdot johteiden pinnalla Sy, siis joko ¢1 = @2 tai dp1/0n = dpa2/0n
néilld pinnoilla sekéd pinnalla S. Tarkastellaan funktiota ® = ¢; — @a. Ti-
lavuudessa V) on selviisti V2® = 0. Reunaehdoista puolestaan seuraa, etté
kaikilla reunoilla
joko ® =0 tai n-V@za—(I):O.
on

Sovelletaan sitten divergenssiteoreemaa vektoriin: ®V®

V. (BVP)dV — f (BVP)-ndS =0,
Yo S+S14.ASN

koska joko @ tai V® - n on pinnoilla 0. Toisaalta
V- (V) = dV?P + (V) = (Vd)?

eli
/ (VO)2dV = 0.
Vo

Koska (V®)2 > 0 koko alueessa Vp, sen on oltava nolla kaikkialla. Tést#
seuraa, ettd ® on vakio koko alueessa Vj ja yksikisitteisyyslause on siten
todistettu.

Tamaé ei ole todistus ratkaisun olemassaololle vaan sille, ettd mahdolli-
set ratkaisut ovat yksikasitteisid. Tuloksen tarkeys on siiné, ettéd 16ydettiinpa
annetut reunaehdot tayttdva Poissonin yhtdlon ratkaisu milla keinolla ta-
hansa, se on Dirichlet’n reunaehdolla yksikésitteinen ja Neumannin reunaeh-
dolla vakiota eli potentiaalin nollatason valintaa vaille yksikésitteinen.
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2.8 Laplacen yhtilon ratkaiseminen

Laplacen yhtélo on fysiikan keskeisimpié yhtéloitd. Sihkoopin lisdksi se esiin-
tyy lammonsiirtymisilmicissé, virtausmekaniikassa jne. Kovin monimutkai-
sissa tilanteissa yhtdloa ei voi ratkaista analyyttisesti. Joskus ongelman sym-
metriasta on kuitenkin hyotyé ja Laplacen yhtalo, joka on osittaisdifferenti-
aaliyhtalo, saadaan separointimenetelmélld muunnetuksi ryhmaéksi tavallisia
yhden muuttujan differentiaaliyhtéloitéa. Laplacen yhtélo voidaan separoida
kaikkiaan 11 erilaisessa koordinaatistossa, joista téssa esiteltdvat kolme ta-
pausta ovat tavallisimmat ainakin oppikirjatasolla.

2.8.1 Karteesinen koordinaatisto

Kirjoitetaan Laplacen yht&lo ensin karteesisissa koordinaateissa:

P 0%  9%p
Ox2 + Oy? + 022

=0 (2.46)

ja etsitadn sille ratkaisua yritteelléd
p(r,y,2) = X(2)Y(y)Z(z2). (2.47)
Sijoitetaan tdmé yhtdloon (2.46) ja jactaan tulolla XY Z, jolloin saadaan

i#x+lfy+lﬁz
X de? Y dy? 7 d2?

= 0. (2.48)

Nyt jokainen termi riippuu vain yhdestd muuttujasta, jotka ovat keskenédén
riippumattomia. Niinpa kunkin termin on oltava erikseen vakioita:

1d°X 5, 1d%Y

Ld*Z
Xd2 Y Y a2

2
= pB*; = 2.4
s 7 dz? T (249)

missd o + 42 +~% = 0. Kukin yhtilsists (2.49) on helppo ratkaista:

X(x) = Ape® + Age™ "
Y(y) = Bie?Y + Boe Y (2.50)
Z(z) = Ci1e7* + Che 7%,

Yleisesti kompleksiarvoiset vakiot A;, B;, C; ja «, B, v midriytyvit ongel-
man reunaehdoista. Koko ratkaisu on muodollisesti summa

plz,y,2) = Y X(@)Y(y)Z(2), (2.51)
a,Byy

missé separointivakioille «, 8, tulee tarkasteltavasta tilanteesta riippuvia
rajoituksia.
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Esimerkki. Potentiaali laatikossa

Tarkastellaan laatikkoa 0 < x < a, 0 <y < b, 0 < z < ¢. Olkoon potentiaali
nolla muilla reunoilla paitsi yldkannella (z = c¢), jossa se on tunnetuksi
oletettu funktio V' (z,y). Ratkaistaan potentiaali laatikon sisalla.

Edellé saatua ratkaisua voitaisiin kayttdd suoraan, mutta kirjoitetaankin
nerokkaasti

X(x) = Ajsin(ax)+ Agcos(ax)
Y(y) = Bisin(By)+ Bacos(fy) (2.52)
Z(z) = Cysinh(yz) + Cycosh(vz),

missid o + 2 = 42 (HT: totea, etti yrite on kelvollinen). T#ssd on tar-
koituksella valittu trigonometriset funktiot x- ja y-suunnissa ja hyperbo-
liset funktiot z-suunnassa. Reunaehtoja soveltamalla ndhd#én heti, etté
Ay = By = (9 = 0, kun separointivakiot « ja [ toteuttavat seuraavat
ehdot (reunaehdoista sivuilla x = a ja y = b)

a = mr/a
g = nm/b, (2.53)
missd m, n ovat kokonaislukuja, ja ne voidaan rajoittaa liséiksi positiivisiksi,

koska vain lineaarisesti riippumattomat ratkaisut tarvitsee ottaa huomioon.
Myos kolmas separointivakio saa silloin vain diskreetteja arvoja:

7= Yn =1 (mfa)? + (n/b)2. (2:54)

Samaan tulokseen olisi luonnollisesti paddytty, vaikka olisi lahdetty liikkeelle
eksponenttifunktioiden avulla kirjoitetusta ratkaisusta. Tilanteesta riippuu,
mikéd muoto on lasku- ja pa#ttelyteknisesti mukavin.

Téahén mennessa on siis saatu ratkaisuksi Fourier-sarja:

o(z,y,z) = Z A sin(mmz/a) sin(nmy/b) sinh (v, 2) . (2.55)

m,n=1

On jarkevii tarkastaa vield kerran, ettd tama toteuttaa Laplacen yhtdlon ja
antaa potentiaaliksi nollan vaadituilla reunoilla. Tuntemattomat kertoimet
A, saadaan asettamalla z = ¢:

o(x,y,c) =V(z,y) = Z A sin(mrz /a) sin(nmy/b) sinh(ymnc) .(2.56)

m,n=1

4Yksikisitteisyyslauseen nojalla, kaikki keinot reunaehdot toteuttavan ratkaisun 16y-
tdmiseksi ovat sallittuja. Ongelmanratkaisussa kokemus ja intuitio ovat téarkeité.
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Loppu on Fourier-kertoimien médrittdmista. Jos funktio V(z,y) on riittédvan
siisti, kertoimet saadaan lasketuiksi ortogonaalisuusintegraalien avulla. Tama
lienee tuttua FYMM I:1ta.

Edell4 ei mietitty sitd mahdollisuutta, ettéd jotkin separointivakioista oli-
sivat voineet olla nollia. Huolellinen lukija tutkikoon erikseen tdmén tilan-
teen. Lyhyemmin voidaan kuitenkin todeta, etté 16ydetty ratkaisu on selvésti
kelvollinen ja yksikésitteisyyslauseen mukaan ongelma on silld selvé.

2.8.2 Pallokoordinaatisto

Koska pistevarauksen kenttd on pallosymmetrinen, pallokoordinaatisto on
usein erittdin kédyttokelpoinen. Laplacen yht&lo on talloin

19 1 0 (. 9 1 9%

Etsitaan talle ratkaisua muodossa

o(r.0,6) = " o0)a(g). (2.58)

Sijoitetaan timé yhtiloon (2.57), kerrotaan suureella r2sin®6 ja jaetaan
RO®:1l4:

1 d°R 1 1d de 1d*®
220 2 — — (sinf— ——— =0. 2.
s 9(3 a2 2506 do <Sm0d9)> Toae =0 @)

Ainoastaan viimeinen termi riippuu ¢:sté, joten sen on oltava vakio, jota
merkitdan —m?2:1l4: )
——— = —m-~. 2.60

Taméan ratkaisut ovat muotoa
d(¢p) = Cetm? (2.61)

Yleisesti m on kompleksinen, mutta fysikaalinen ehto rajaa sen mahdolli-
set arvot: jotta potentiaali olisi jatkuva, kun ¢ — 0 ja ¢ — 27, on oltava
®(0) = ®(27), joten m = 0,£1,+2,.... Jatkuvuus on luonnollinen vaa-
timus, koska sdhkostaattinen potentiaali voidaan tulkita yksikkoévarauksen
potentiaalienergiaksi.

Jotta koko yht#lon (2.59) toteutuisi, ensimméisen termin on oltava puo-
lestaan m?, joten

1 ,d?’R 1 1d /. dO m?
err2+<sine®d€<smed€>_sin?0 =0 B
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Témén yhtédlon ensimmaéinen ja toinen termi riippuvat kumpikin ainoastaan
omasta muuttujastaan ja ovat siten yhtdsuuria vastakkaismerkkisiéd vakioita,
joita merkitddn mukavuussyista (I + 1):114:

1 ,d’R

1 1d de m?2
e (s U 1). 2.64
mw@w<mww) sinZ 0 +1) (2.64)

Yhtélon (2.63) yleinen ratkaisu 16ydetéén yritteelld R(r) = r:
R(r) = Ar'™ 4+ Brt, (2.65)

missid A ja B ovat vakioita. Kirjoittamalla £ = cos f saadaan ©:n yhtaloksi

d do m?

—((1 - &)= I(l4+1) - —— ] ©=0. 2.
Jotta tdmaéan ratkaisut olisivat dérellisid pisteissd & = +1 eli # = 0,7, on
oltava | = |m|,|m| + 1,.... Tietylld tavalla normitettuja ratkaisuja ovat

Legendren listtofunktiot P/™(&). Niille on voimassa ehto |m| <[, joten

m=—l,—1+1,...,1—1,1. (2.67)

Erikoistapauksessa m = 0 Laplacen yhtélon ratkaisu ei riipu ¢:sta, jolloin
Legendren liittofunktiot palautuvat Legendren polynomeiksi Pj:

1 d

= o d?l(g? — 1 (2.68)

£i(€)

Legendren liittofunktiot saadaan puolestaan Legendren polynomeista:

Br(e) = (1 - £2>m/2£n3<5> | (2.69)

Yleisesti Laplacen yhtélolla on siis pallokoordinaatistossa jokaista [ kohti
20 4+ 1 kulmista 0 ja ¢ riippuvaa ratkaisua. Ne voidaan sopivasti normittaen
lausua palloharmonisten funktioiden

Yim (0, 6) = <—1>m\/2ﬂ;1m Pl'(cosf)e™  (2.70)

avulla. Normitus on valittu siten, ettd pallofunktiot Y},,, muodostavat orto-
normitetun téydellisen funktiojérjestelmén pallon pinnalla:
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Palloharmonisten funktioiden yhteenlaskuteoreema antaa kahden vektorin
vélisen etdisyyden kéanteisluvun summana

Z Z 2[ +1y l+1 (9 Qb)Ylm(g ,¢ ), (2.72)

missé vektorin r suuntakulmat ovat 6, ¢ ja vektorin r’ suuntakulmat ¢’, ¢’
sekd 7« = min(r,7’) ja r~ = max(r,r’). Tami on hyddyllinen tulos, koska se
erottelee pisteiden r ja r’ koordinaatit (r, 6, ¢) ja (r',6',¢'). Moni integraali
olisi vaikea laskea ilman tétéd kaavaa.

Miké hyvéansa riittdvéan sdannollinen pallon pinnalla mééaritelty funktio
voidaan kehittdd palloharmonisten funktioiden sarjaksi. Esimerkkind kiy
maapallon magneettikentté, jonka sarjakehitelmén johtava termi vastaa mag-
neettista dipolia ja korkeammat termit johtuvat kentén ldhteen poikkeami-
sesta dipolista, magneettisen maa-aineksen epétasaisesta jakautumasta ja
maapallon yldpuolisissa ionosfaérissd ja magnetosfasrissé kulkevista sahko-
virroista. Palloharmonisia funktioita tarvitaan paljon myos atomifysiikassa
ja kvanttimekaniikassa mm. tarkasteltaessa impulssimomenttioperaattorei-
ta. Tekijd (—1)™ kaavassa (2.70) on vaihetekijé, joka voidaan jattdd pois
tal ottaa mukaan jo P/":n méiéritelméssd (2.69). Sen ottaminen mukaan
on hyodyllistd etenkin kvanttimekaniikan laskuissa (katso esim. Arfkenin ja
Weberin matemaattisten menetelmien oppikirja).

Kootaan lopuksi Laplacen yhtdlon separoituva ratkaisu, kun 0 < r < oo:

0(r,0,0) = At Vi (0,6) + 3 B ™ 1Y (0, 6) (2.73)

Im Im

missi summaus on

ja kertoimet Ay, By, miirdytyvit reunaehdoista.

Esimerkki. Kiertosymmetrinen tilanne

Rajoitutaan sitten tilanteeseen, jossa dp/d¢ = 0 eli ¢ = ¢(r, ). Téllaisia
ovat esimerkiksi pistevarauksen tai dipolin kentét. Laplacen yhtélo on nyt

1 0 [ 50¢ 1 0 0@)

—— — — | sin@ =0. 2.74

r2 Or (T 8r>+r2sin939< 00 ( )
Toistetaan harjoituksen vuoksi edelld ollut muuttujien separointi etsimélla
ratkaisua yritteelld ¢(r,0) = Z(r)P(0), jolloin

1d (,dZ\ 1 d dP
Z dr <T dr)__Psinﬁde( 0d0> (2.75)
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Yhtdlon molemmat puolet ovat yhtéd suuria kuin jokin vakio & kaikilla r:n
ja 6:n arvoilla. Néin osittaisdifferentiaaliyhtélé on hajotettu kahdeksi taval-
liseksi differentiaaliyhtéloksi. Kulman 6 yhtdloa kirjoitettuna muodossa

1 d /. dP
e <Sln9d9> + kP = (2.76)

kutsutaan Legendren yhtdloksi. Kuten edelld todettiin, fysikaalisesti kelvol-
liset ratkaisut kaikilla 6 € [0, 7] edellyttavit, ettd &k = n(n + 1), missid n on
positiivinen kokonaisluku. Ratkaisut ovat Legendren polynomeja P, (cos0):

mn

27n! d(cos )"

P, (cosf) = [cos® 6 — 1]™. (2.77)

Muutama ensimméinen P, on

P =1

P, = cost

P = % (3 cos? 6 — 1)

Py = % (500839—3(3089) .

Radiaalisen yhtdlon
d ( ,dZ
_ — | = 1 .
= (r dr) n(n+1)Z (2.78)

kaksi riippumatonta ratkaisua ovat muotoa " ja r~ (1) Tiydellinen rat-
kaisu on néiden lineaariyhdistelma:

Zn(r) = Apr™ + Bur~ (") (2.79)

ja koko Laplacen yhtélon ratkaisu kiertosymmetriassa on muotoa

) B,
o(r0) =3 <Amm n W) Py (cos0). (2.80)
n=0

Integroimisvakiot A,, ja B, on maéritettdva reunaehdoista.

Esimerkki. Johdepallo vakiosihkdkentédssa

Tuodaan tasaiseen sihkokenttéén Eg varaamaton a-séteinen johdepallo. Joh-
de pakottaa alunperin suorat kenttédviivat taipumaan siten, ettd ne osu-
vat pintaan kohtisuoraan. Valitaan koordinaatisto siten, ettd origo on pal-
lon keskipisteessé ja z-akseli on sdhkokentdn suuntainen. Télloin ongelma
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on kiertosymmetrinen. Johteen pinta on kaikkialla samassa potentiaalissa
©(a,d) = @o. Kaukana pallosta siéhkokentté 1ldhestyy vakioarvoa

E(r,0),—0 = Epe., (2.81)
joten kaukana potentiaali lihestyy lauseketta
o(r,0)r 00 = —FEpz + C = —FEgrcosf + C'. (2.82)

Kirjoitetaan potentiaalin muutama ensimmaéinen termi lausekkeesta (2.80):
B B 1
o(r,0) = Ao+ 204 Aqircost + —21 cos O + Agr? { (3C082 0 — 1)]
r r 2

+g {2 (3cos?0 — 1)} +... (2.83)

Kun r — oo, niin ¢ = —Eyrcos@, joten A, = 0 kaikille n > 2, Ag = C ja
A1 = —FEjy. Koska pallon kokonaisvaraus on nolla, potentiaalissa ei ole 1/7-
riippuvuutta, eli By = 0. Jéljelld olevat cos™ §-termit (n > 2) ovat kaikki
lineaarisesti riippumattomissa polynomeissa F,,, joten ne eivét voi kumota
toisiaan pallon pinnalla, missd ei ole f-riippuvuutta, eli B,, = 0 kaikille
n > 2. Jéljelle jaa

pla,0) = o (2.84)
o(r,§) = C — Egrcosf+ B—Ql cosf. (2.85)
r

Kun r = a, cos f-termien on kumottava toisensa, joten C' = g ja By = Eya®.
Reunaehdot tayttadva Laplacen yhtdlon ratkaisu on siis

(13E0
o(r,0) = @o + 5— — Eor | cos@. (2.86)
r
Sahkokentin E = —V¢ komponentit ovat
0 a’
E, = —8% = E, (1 + 2T3> cos 0 (2.87)
10¢p a\ .
Pallon pintavaraustiheys on
o =¢eyE.(r=a)=3eEycos. (2.89)
Indusoituva pintavarausjakautuma on 6:n funktio. Sen dipolimomentti on
p = / rp(r)dV = / (ze, + ye, + ze,) (3¢ Eg cos 0)r? sin 0 df do
pallo r=a
™
= 6ra’eyE) / e, cos? fsinfdh = drega’Epe, . (2.90)
0

Pallon ulkopuolella tédmén osuus kentéstéd on sama kuin origoon sijoitetun
dipolin, jonka dipolimomentti on p = 4mega’Epe,.
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2.8.3 Sylinterikoordinaatisto

Tarkastellaan sitten tilannetta, jossa ei ole riippuvuutta yhden akselin (z)
suunnassa ja kiytetddn sylinterikoordinaatistoa. Nyt 0p/dz = 0 ja Laplacen

yhtélo on
10 [ Oy 1 0%
-—— (r—= — =5 =0. 2.91

r Or (T8T)+r2302 ( )
Huom. Sylinterikoordinaatistossa r:114 ja 6:lla on eri merkitys kuin pallo-
koordinaatistossa! Kirjallisuudessa kiytetidn usein radiaalietiisyydelle sym-
bolia p ja kiertokulmalle ¢.

Laplacen yht&lo separoituu yritteelld ¢ = Y (r)S(6):

rd [ dY 1425
v ) =5 = (2:92)

missi separointivakiolle n? tulee jilleen rajoituksia kulmayhtalosta

2

%§+MS:0. (2.93)
Témén ratkaisut ovat sin(n#) ja cos(n#). Jos kulma 6 saa kaikki arvot valilla
0 < 60 < 2m, on oltava ¢(0) = ¢(0 + 27). Tésté seuraa, ettd n on kokonais-
luku, joka voidaan rajoittaa positiiviseksi, koska negatiiviset n:n arvot eivét
tuo uusia lineaarisesti riippumattomia termeji. Lisdksi tapauksessa n = 0
saadaan ratkaisu S = Ay + Cy. Ehto ¢(0) = ¢(0 + 27) ei silloin toteudu,
mutta pidetddn tdmékin termi mukana tédydellisyyden vuoksi.

Radiaalisesta yht&lostéd tulee nyt

d ( dY 9 Z,d¥Y Ay
r(r)—nY:r W—H”E—nyzoa (2.94)

joka ratkeaa yritteelld Y = r®. Saadaan s = +n, joten ratkaisufunktiot ovat
muotoa Y = 7" ja Y = r~". Tapaus n = 0 antaa lisiksi Y = In(r/rg).
Kokonaisuudessaan ratkaisu on
o0
o(r,0) = Z (Apr™ + Bpr™™) (Cy, sinné + D,, cosnb)
n=1

+ (Ao In (7“/7"0)) (00(9 + Do) (295)

Vakiot on jilleen selvitettivi tarkasteltavan tilanteen ominaisuuksista ja
reunaehdoista.

Huom. Jos kulmariippuvuus on rajattu johonkin sektoriin, on pallo- ja
sylinterikoordinaatistossa kulmayhtéléiden separointivakioiden arvot méari-
tettdva tapauskohtaisesti. Esimerkiksi pallokalotin tapauksessa paddytidan
kalottiharmonisiin funktioihin, jotka ovat paljon konstikkaampia kuin pallo-
harmoniset funktiot.
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2.9 Kuvalahdemenetelmia

Laplacen yhtélon ratkaisujen yksikésitteisyys antaa ratkaisijalle vapauden
kéayttdd mieleisidéin kikkoja ratkaisun loytédmiseen. Tietyissd geometrises-
ti yksinkertaisissa tapauksissa kuvalihdemenetelmd (tai peilivarausmene-
telmd) on kitevé keino vélttdd differentiaaliyhtélon ratkaiseminen. Tarkas-
tellaan tilannetta, jossa on joko annettu tai varausjakautumasta helposti las-
kettavissa oleva potentiaali ;(r) ja johteita, joiden pintavarausjakautuma
olkoon o(r). Kokonaispotentiaali on

p(r) = p1(0) + — /U(r/)ds (2.96)

4reg Jg v —1'|

Ratkaisuun johdesysteemin ulkopuolella ei vaikuta lainkaan, kuinka varaus
on jakautunut johteen pinnan takana, kunhan pinnalla on voimassa samat
reunaehdot. Voidaan siis ajatella, ettei kyseessi olekaan johdekappale vaan
pinta, jonka takana on varausjakautuma, joka antaa samat reunaehdot kuin
oikea johdekappaleen pintavaraus. Kuvamenetelméa voidaan kayttdd myos
ajasta riippuvissa tilanteissa sekéd varausten ettd virtojen yhteydessd mui-
denkin aineiden kuin johteiden yhteydessa.

Esimerkki. Pistevaraus johdetason lidhella

Valitaan johdetasoksi (y, z)-taso ja asetetaan varaus g z-akselille pisteeseen
x = d. Taso oletetaan maadoitetuksi, jolloin sen potentiaali voidaan vali-
ta nollaksi. Toisaalta taso saadaan nollapotentiaaliin asettamalla varaus —¢q
pisteeseen (—d, 0,0). Ratkaisujen yksikésitteisyyden vuoksi ndin saadaan oi-
kea ratkaisu alueessa x > 0. Puoliavaruuteen x < 0 tidtd menetelmai ei saa
soveltaa, koska siell ei ole oikeasti varausta.

Kokonaispotentiaali on

q 1 1 )
- - 2.
2= e (|r—d| rrd) (2:97)

misséd d = (d,0,0). Téstéd saa suoraan sihkokentén:

q r—d r+d )
E(r) = - = — 2.
)= Vo) = - (T =gp ~ o (2.98)
ja johteen pintavaraustiheyden:
qd
,2) = eobiy| g = — 2.99
72) = 0By = — g (299

d2+y2+22)3/2 :

Varaus vetdé pintaa puoleensa samalla voimalla kuin se vetéisi etdisyydella
2d olevaa vastakkaismerkkisté varausta.
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HT: Integroi pintavaraustiheys koko tason yli.

Téssé esimerkissé siis pisteessi (d,0,0) olevan pistevarauksen potenti-
aali toteuttaa Poissonin yhtélon alueessa x > 0. Tamé ei kuitenkaan riité
ratkaisuksi, koska reunaehto johdetasolla ei toteudu. Pisteessé (—d, 0, 0) ole-
van kuvaldhteen potentiaali puolestaan toteuttaa Laplacen yhtélon alueessa
x > 0 ja sen lisdksi varmistaa reunachdon toteutumisen. Yhteenlaskettu
potentiaali on siis haettu ratkaisu alueessa z > 0.

Esimerkki. Pistevaraus maadoitetun johdepallon ldhellid

Kuva 2.4: Pistevaraus johdepallon lahella.

Valitaan origoksi pallon keskipiste, olkoon a pallon side ja d etiisyys origos-
ta varaukseen ¢ (kuva 2.4). Etsitddn potentiaali ¢(r) (r > a) reunaehdolla
¢(a) = 0. Symmetrian perusteella peilivarauksen ¢’ tiytyy olla suoralla, joka
kulkee varauksen ¢ ja origon kautta. Varauksen ja peilivarauksen yhteenlas-
kettu potentiaali pisteessd r on

p(r) = ! ( 7 _4 ¢ ) (2.100)

deg \|[r —d|  |r — b]
_ { q n q
~ dweg L(r2 4+ d? — 2rdcos§)L/2 (12 + b2 — 2rbcos)L/2

Pallon pinnalla potentiaali on nolla kaikilla 6, ¢. Sijoittamalla r = a ja aset-
tamalla 8 = 0 ja § = 7 saadaan peilivarauksen paikka ja suuruus:

[\

a a
b=—,q¢ =—= 2.101
K 74 (2.101)
ja ongelma on ratkaistu.

Mikéli palloa ei olisi maadoitettu, sen keskipisteeseen voitaisiin asettaa
toinen peilivaraus ¢”, joka puolestaan sovitettaisiin antamaan pinnalla oikea
reunaehto. Pallon kokonaisvaraus olisi télloin Q = ¢’ + ¢”.
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2.10 Greenin funktiot®

Edelld tarkasteltiin tilanteita, joissa oli joko pelkéstéédn johdekappaleita tai
johdekappaleita ja yksittéisia varauksia. Yleisessé tilanteessa voi olla annet-
tu varausjakautuma p sekd johdekappaleita, joiden pintavarausjakautuma
on tuntematon. T&ll6in on ratkaistava Poissonin yht&lo

Vip=—p/eo. (2.102)
Tamé voidaan tehdé integroimalla varausjakautuman yli
1 p(r') /
= av 2.103
1) 4meg /V lr —r/| ( )

ja lisddmalla tdhdn Laplacen yhtédlon sellainen ratkaisu g, ettd yhteenlas-
kettu potentiaali toteuttaa reunaehdot johdekappaleiden pinnalla.

Aiemmat esimerkit ovat perustuneet hyvin yksinkertaiseen geometri-
aan. Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd Laplacen ja Poissonin yht&lot, jotka
toteuttavat joko Dirichlet’'n tai Neumannin reunaehdot, voidaan ratkaista
kédyttden Greenin teoreemaa ja Greenin funktioita.

On suoraviivainen harjoitustehtévé johtaa divergenssiteoreemasta Gree-
nin ensimméinen kaava (GI):

/ (V20 + Vi - Vi) dV = jf oV -ndS (2.104)
1% S
ja Greenin toinen kaava (GII):
| @V = ¢v20)av = § (69¢ - ¢u) -nds. (2.105)
1% S

joka tunnetaan myos nimelld Greenin teoreema. Kolmas Greenin kaava (GIII)
saadaan soveltamalla GII:ta tapaukseen

1
n_
d)(r?r) - |I'—I'/’ )
missd r on jokin kiinted piste alueessa V. Muodollisesti voidaan kirjoittaa
V3)(r,r') = —4né(r — 1) . (2.106)
Sijoittamalla ndmé Gll:een (2.105) saadaan GIII
1 1

= —— [ aV’ o(r 2.107
o) = g [ AV e (2.107)

1 [ 1 Op(r') ,8( 1 )}
+47r72d5 [|r—r’| on/ (p(r)(?n’ r—r/|/] "

5T#ma jakso ei ole kurssin varsinaista ydinainesta, mutta sen voi katsoa kuuluvan fyysi-
kon yleissivistykseen. Seké elektrodynamiikan sovellutuksissa ettd pidemmaélle menevéssi
teoreettisessa fysiikassa Greenin funktioihin térméé usein.




2.10. GREENIN FUNKTIOT 41

GIIL:a ei voi kédyttdd suoraan, koska siind esiintyvét sekd Dirichlet’n
ettd Neumannin reunachdot. Oletetaan, ettd F(r,r’) on jokin alueessa V
méédritelty harmoninen funktio eli funktio, joka toteuttaa Laplacen yhtélon
V2F(r,r') = 0, missi derivoidaan pilkuttoman koordinaatin suhteen. Nyt
GII antaa tuloksen

0 = —/VdV’F(r,r')Vggo(r’)
+j<éd5’ (F(r,r’)a‘ggl) - 8F;;’,r/)<p(r’)> . (2.108)

Muodostetaan sitten Greenin funktio

G(r,v') = + F(r,1'). (2.109)

v — |

Summaamalla (2.107) ja (2.108) saadaan tulos

p(r) = _Air/vdV'G(f,r’)VQsD(r’)
o (000 10)

Valitsemalla F'(r,r’) sopivasti saadaan téistéd Poissonin yhtilén ratkaisu an-
netuilla reunaehdoilla. Greenin funktiolla on selvisti ominaisuus

V2G(r,r') = —4n6(r — ¥') = V2G(r,1), (2.111)

missid V' tarkoittaa derivointia vektorin r’ suhteen. Greenin funktioiden
kéaytto ei rajoitu Poissonin yhtédlon ratkomiseen, vaan niilld on keskeinen
osa ratkottaessa erilaisia integraaliyht&loita.

Esimerkki. Pallon Greenin funktio

Tarkastellaan esimerkkind pallon Greenin funktiota Dirichlet’n reunehdolla
olettaen potentiaali pallon pinnalla on tunnetuksi. T&lloin valitaan

Gp(r,r') = + Fp(r,r’) (2.112)

v — 1’|

reunachdolla .

Foro(r. v —0 2.113
‘I'—I'/‘—i_ D(I‘,I‘) ) ( )

r'eS
missé S on pallon pinta. Jo alemmin on ratkaistu identtinen ongelma yhdel-
le pistevaraukselle pallon ulkopuolella ehdolla, ettd potentiaali pinnalla on
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nolla yhtélossé (2.100). Sielld saatu ratkaisu on vakiota q/4meq vaille yhtélon
(2.113) ratkaisu, joten

1 a

Gp(r,1r') = -
o) = ] T e (e

(2.114)

misséd a on origokeskisen pallon séide. Havaitaan, ettd Greenin funktio on
symmetrinen muuttujien r ja r’ suhteen. Témé ominaisuus pitee yleisem-
minkin (ks. esim. Jackson).

Potentiaali saadaan integroimalla:

1
4dmeg

o(r) = /VGD(r, p(r)dV' — S /S 9Gp(r,x) o(r')dS", (2.115)

47 on

missé on V viittaa pallon sisdosaan ja S pintaan. Normaalivektori n suuntau-
tuu ulospéin siitéd alueesta, jossa potentiaali halutaan laskea. Tarkasteltaessa
aluetta pallon sisélla n = e,. Ulkopuolista aluetta tutkittaessa puolestaan

n = —e,. Ulospéin suuntautuva normaaliderivaatta on
/ 2 2
r , , la*—r
—-V'Gp(r,r) = -
a alr—r’|
r'eS r'es
r2 _ g2

= — (a®> = 2ar cosy +r2) 732 (2.116)

missé v on r:n ja r’:n vilinen kulma.

Sovelletaan Greenin funktiota tapaukseen, jossa pallon sisilli ei ole va-
rausta eli ratkaistaan Laplacen yhtélo reunaehdolla ¢(a) = f(r), kun r on
pallon pinnalla. Ta&mé& antaa Poissonin kaavana tunnetun tuloksen:

a2_7,2 a. 0. &
(,O(I‘) — /S( f(7 7¢) dS/

dra a2 — 2ar cosy + r2)3/2

_ “(“2;7"2)/5( f(a.0,¢') Y (2.117)

4 a2 — 2ar cosvy + r2)3/2

joka ilmaisee siis potentiaalin alueen sisdlld olettaen potentiaali tunnetuk-
si pallon pinnalla. Jos puolestaan halutaan tarkastella potentiaalia pallon
ulkopuolella, pintaintegraalissa normaalin suunta méaritellidn ulospéin ja

ainoa muutos on korvata (a? —r?) — (r? — a?).



